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Kapitel 1

Vorbemerkungen

Wesen und Aufgabe der Theoretischen Physik

e Ausgangspunkt: Existenz einer realen Auflenwelt, in der Vorgéinge regelméflig
ablaufen — Naturgesetze

e Erfahrung iiber Sinnesorgane, nicht unmittelbar

e Zusténden und Vorgingen in Auflenwelt wird gedankliches Modell (physi-
kalsiche Theorie) zugeordnet

e Verkniipfung mit realer Welt durch Messprozesse

= Physikalische Theorie notwendigerwaeise mathematisches Modell (keine nicht
quantitive Physik)

e Vorhersagen der Theorie werden druch Exprerimente iiberpriift

e Mafigebliches Kriterium fiir Beurteilung einer physikalischen Theorie:
Ubereineinstimmung mit Erfahrung. Nicht: Einfachheit, Anschaulichkeit

Grundgedanke der klassischen Mechanik

e Mechanik untersucht GesetzméafBigkeiten, nach denen die Bewegung mate-
rieller Korper verlduft

e Bewegung: Anderung des Ortes als Funktion der Zeit unter Einfluss von
Kriaften

Entwicklung der klassischen Mechanik
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Aristoteles (384-322 v.Chr.)

e natiirliche Bewegung irdischer Korper nur vertikel, zeitliche Bewegung nur
durch duflere Einwirkung

e nicht quantitativ

Galilei (1564-1642)
e empirische Vorgehensweise (Fallversuche)
e Kein Unterschied zwischen irdischer und himmlischer Materie

e Verbindung von Experiment und gedanklicher Extrapolation

Newton (1642-1727)

e Empirisches Prinzip der Naturerkenntnis in voller Auspragung

Lagrange (1736-1813)
e Beriicksichtigung von Zwangsbedingungen

e Lagrange-Gleichungen (Energie steht im Vordergrund)

Hamilton (1805-1865)
e Hamilton-Gleichungen
e  Phasenraum”

e wichtig fiir Quantenmechanik

Nichtlineare Dynamik /Chaostheorie, klassische Vielteilchentheorie
e kritische Phénomene
e Selbstorganisation

e Komplexe Systeme — Klimaerforschung



Kapitel 2

Elementare Newton’sche
Mechanik

2.1 Die Newton’schen Axiome

2.1.1 Grundbegriffe

Kinematik Bewegungslehre, Rolle von Raum und Zeit
Dynamik Verdnderung des Systemzustands aufgrund von Wechselwirkung

Massenpunkt (Punktmasse) Idealisierung (Grenzfall) eines raumlich beschriank-
ten Systems mit Abmessungen, die klein gegeniiber Abstinden zu anderen Teil-
systemen sind.

Beispiele Mond-Erde-Sonne, Molekiile eines Gases

Geschwindigkeit ¥(t) = 7(t) = 2 = limp,_, 122010

Impuls p'=mv
Beschleunigung @ =9 =r

Innere und duflere Krifte Fasst man eine Anzahl von Korpern zu einem
System zusammen, so heiflen die Krifte zwischen den Kérpern innere Krifte, die
von auflen einwirkenden Krifte duflere Kréfte.

Kraft auf Korper (index i) am Ort 77:

—ext , _,

F(7) = Zﬁj(ﬁﬂ') + Fp o (73) (2.1)

6
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—

Fz-m: auflere Kraft.

Definition

e Offenes System: ﬁim # 0

— ext
e Geschlossenes System: F; =0

2.1.2 Die Newton’schen Axiome der Dynamik

Newton: ,,Philosophiae naturalis principia mathematica” (Cambridge, 1687)

— Theoretische Mechanik nach Vorbild der Geometrie von Euklid.

Definitionen — Satz von Axiomen — Mathematische Ableitung physikalischer
Gesetze — Vergleichen mit Erfahrung

Lex I (Triagheitsgesetz)

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der geradlinigen Bewegung
solange er nicht durch einwirkende Kréfte gezwungen wird, seinen Zustand zu
dndern.

F =0<%& p=const. (2.2)
Lex IT (Kraftwirkungsgesetz)

Die Anderung der Bewegung ist der einwirkenden Kraft proportional und ge-
schieht in Richtung der jenigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.

— dﬁ
F=— 2.3

Lex III (Reaktionsprinzip), ,,actio=reactio”

Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich.

i =—F; (2.4)

Lex IV (Superpositionsprinzip), Newton: Corollarium I

Krafte addieren sich wie Vektoren.

F=)F, (2.5)

JyF
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Bemerkungen

1. Bewegungen bei Newton bezogen auf ,absoluten Raum” und ,absolute
Zeit” | gegeben durch das Ruhesystem der entfernten Fixsterne. Zeit ist
unabhéngig vom Raum.

2. Vorstellung konstanter Langen und Zeitmafistdbe ist nicht vereinbar mit
spezieller Relativitédtstheorie:
Abhéngigkeit vom Bezugssystem.

3. In Lex IIT wird alternativ Masse oder Kraft definiert. Bei vorgegebener
Kraft wird durch p'= m,v die trige Masse m; definiert.
Durch Gewichtskraft F_’; = m,g wird die schwere Masse m, definiert.
Gleichsetzen: myt = m,§ = v = meg.

— Einstein’sches Aquivalenzprinzip:
ms = my (2.6)

Grundlage der Allgemeinen Relativitétstheorie.

4. Lex II: . _
F =p=mv+mv (2.7)
5. Kraftbegriff durch Lex II und Lex III implizit als 2-Teilchen-Wechselwirkung
definiert.
Ej:Ej( T]ac}itﬁ T_]"at)

=

Zusatzannahme: Fj; wirkt entlang der Verbindungslinie.
Fy x (7 —75) = 0 (2.5)
6. F ist instantane Wechselwirkung (Fernwirkungstheoric).

7. Lex I gilt fiir Inertialsysteme und legt diese fest. In beschleungten Systemen:
Zusitzliche Kréfte - Scheintkréfte.
Geeignete Inertialsysteme: Naherungsweise fiir viele Probleme die Erde; Fiir
Corioliskrafte: Fixsterne.

Die Newton’schen Bewegungsgleichungen
mir; = Z Fy(7 TJ, —7; — 1775, t) (2.9)

sind invariant unter Galilei-Transformation:
7 =7 -yt (2.10)

= m;r; = Z FZ]( 7! L — Fj’,t)
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Forminvarianz Gesetze haben gleiche Form in verschiedenen Inertialsystemen.

2.2 Dynamik von Systemen von Massenpunk-
ten

Betrachten Systeme von Wechselwirkenden Massenpunkten.

Definitionen

Fiir ein einzelnes Teilchen (Masse m;, Ort r;) gilt:

Impuls:
P, = m;v; (2.11)
Drehimpuls (bzgl. Ursprung bei 7; = 0):
li =77 % (2.12)
Kinetische Energie:
1 .
Fiir N Teilchen gelten:
Gesamtmasse: N
M = Z m; (2.14)
i=1
Schwerpunkt:
~ 1
R:=— T 2.15
M2 m;T (2.15)
Gesamtimpuls: ‘
P:=> mg,=MR (2.16)
Gesamtdrehimpuls:
L:=) l;i=> i xp (2.17)
Gesamtenergie:

E (siehe 2.4)

Fet = SR (2.18)

)

aullere Gesamtkraft:

aulleres Gesamtdrehmoment:

]\769@1‘ — ZF; % Fi'extgj (219>
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Arbeit der dufleren Felder:

wet =3 / A () dr (2.20)
Leistung der dufleren Felder:

pert .= —jyert 2.21
o (2.21)

Bemerkungen

1. Vektoren, welche bei Raumspiegelung in ihr Negatives {ibergehen heiflen
polar.

Beispiele 7. 7,7 p, F

2. Vektoren, welche invariant unter Rauminversion sind, heiflen axial oder
Pseudovektoren.

Beispiele [ =7 x p und alle Kreuzprodukte zwischen polaren Vektoren

2.2.1 Bewegungsgleichungen

e Kraftwirkungsgesetz von Newton:

mii; = > Fj+ B (2.22)
Fj = —Fji (2.23)

e Bewegungsgleichungen fiir Gesamtsystem:

1. Impulssatz: '

P = Fert (2.24)
2. Drehimpulssatz: '

L = Net (2.25)

3. Energiesatz:
E = P“siche 2.4 (2.26)
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Beweis
1P = X, P Lex 1S, 57, (Fy + B Lex 111 Fer

2. L= 45 mixp; = S F X Pt 0 X Py = 3ty X7+ >, 7 x Fy =

5 — exrt o -
O+erzXFz +Zi7jriX‘Fij
Nebenrechnung:
Zi,jﬁ X Fi; = %Zwﬁ x Iy + %Zj,ir_} x Fyi =0, da (17 —73) || Fyy

ist. ,
— . — ex —
:>L:er1XFl = Net
Bemerkungen

1. Es tragen nur die dufleren Kréfte bei.

2. Feat = P wirkt auf Schwerpunkt. ~» Idealisierung von Koérpern durch
Massepunkte.

2.2.2 FErhaltungsgroéfien

Definition Sei A eine beliebige FUnktion von 7 und p. A heift Erhaltungsgrofie

(Konstante der Bewegung, Bewegungsintegral), falls A =0, das heiBt A = const..
Aus folgt, dass in einem abgeschlossenen System (F*** = 0) P und L
Erhaltungsgréfien sind.

1. Impulserhaltungssatz:
Ft — ()= P=0« P = const. (2.27)
2. Drehimpulserhaltungssatz:

Nt —0= L =0« L = const. (2.28)

Fx =0
'

2.3 Eindimensionale Bewegung
e Allgemeine Form der Bewegungsgleichung
mi(t) = F(z,x,t) (2.29)

gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung.
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e Die Allgemeine Losung der Differentialgleichung enthélt zwei freie Inte-
grationskonstanten, die bestimmt werden durch die Anfangsbedingungen
x(to) = xo, 2(ty) = vy oder die Randbedingungen z(t;) = x1, x(t2) = 2.

e Es existiert kein allgemeines Losungsverfahren.

2.3.1 Sonderfille

1. mi = FO (Belspielz Schwerefeld Fy = —mg)
=m ft (t)dt' = [, tFodt’
= ma — muy = Fo(t — to)
LL’(t) =g+ Uo(t — to) + ;FU (t — t0)2

m

2. m@ = F(t) (Beispiel: geladenes Teilchenwechselfeld)
= mi — muy = j; tE(t")dt

= a(t) = zo +vo(t — to) + L [} [, F(t")dt"dt’

3. m& = F (&) (Beispiel: Reibungskrifte) mit v = &
= m% = F(v)
Trennung der Variablen (Seperation):

= dt

= mfvo F(v’) j:; dt, =t — to
=V = f(?]o,t — to)
= a(t) =0 + [, f(vo,t' —to)dt’

4. mi = F(z) (Beispiel: Harmonischer Oszillator) F' = —ax
& mit = F(z)i
& %%JJQ F(z)d

& L — 2f = ft (x)gdt’ = [ F(z')da' = =[V(x) = V(20)]

Bemerkungen

e Im eindimensionalen Fall 148t sich Kraft F'(z) als Gradiant einer potentiel-

len Energie schreiben.
av
F=—-—— 2.30
o (2.30)

e F(z) heifit daher konservativ.

2.3.2 Bewegung im konservativen Kraftfeld

. dV(x)
mE = —— = (2.31)
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1. Integration Z2i*+ V(z) = Zvf + V(zg) = E = const.
Gesamtenergie E ist Erhaltungsgrofie.

2. Integration Trennung der Variablen

@ — +,/2[E - V()]

dt

T ! t
jifﬁo\/ﬁ:ﬁodt/:t_to
= f(z,xo, E,m) =t —tg
= x(t) durch Bilden der Umkehrfunktion
Ubersicht iiber die Lésungen (qualitivativ):

Bemerkungen
1. erlaubte Bereiche sind die, in denen T, = %3’32 =FE—V(x) >0 gilt.
2. Punkte z; mit V(z;) = F heiflen Umkehrpunkte.
3. Bewegungstypen:

e 1| < x < x9: Oszillation mit Schwingungsdauer: T.; = 2 f;f %

o v < 1xyVuar >y freie Bewegung

e r — x3 fiir £ = F’: Limitationsbewegung

2.4 Konservative Krifte und Energieerhaltungs-
satz

2.4.1 Raumkurven
Bahn eines Massepunktes, z.B. 7(t) = (¢, t%,13).

Differentiation
_dr dr dy dz

=4y ez
W=%=rwa

¥ = 7 ist Tangentialvektor an Kurve bei 7(t).

(2.32)

eispiel: Kreisbewegung
(t) = (rcos(wt),rsin(wt)) = 7(t) = rw(—sin(wt), cos(wt)) = L(7(t))? = 27 -
= 0= 7 L 7, falls Betrag eines Vektors konstant.

ﬁlw

=
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Bogenlinge

14

Neben Zeit t besonders geeignet fiir Parametrisierung von 7 natiirliche Parame-

trisierung.

1. Definition 1 Tangenteneinheitsvektor

|d(s)]
= |B] = el — 1,

Bestimmung von s fiir Kurve 7(¢):
d
1= |70 = |5 !dt|=>\dt!=

t ds r dr(t’)
to dt’ dt j;, dat’

ﬁs-fods =

Definition 2 Krimmung

Stérke der Anderung von ¢ mit s:

2F) _ 23 1(d237i)2
1=

ds2 | — ds?
1
K

Kriimmungsradius: g := =

k=]

2. Definition 3 Hauptnormalvektor

3. Definition 4 Binormalenvektor

b:

Beschleunigung eines Massepunktes

|5

dr(s)
- (2.33)
|dt' = ft t)|dt’.
di’
— 2.34
= |- Is (2.34)
di’
% it (2.36)
i) = ot
i) = d2f’_ dv ;+ v? .
T e T w 0

Aufteilung der Beschleunigung in Tangential- und Zentripetalbeschleunigung.

(F = =)

e
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2.4.2 Wegintegrale
Teilchen unter dem Einfluss einer zeitunabhingigen Kraft F(7).
mir(t) = F((t))

= mrr =242 = F(f) .7
Integration iiber ¢ von t; bis ¢5:

e linke Seite: 2 ftQ L2t = %fQ 2= T(t2) — T(t;) mit T = %mFQ

o rechte Seite: [, F((t)) L dt = f’"? F(R)dFi = W1 ,(C, F)
ist das Weglntegral entlang Bahn C' zwischen 7 = 7(t1) und 7 = 7(t2).

Bemerkung W), ist nur abhingig von Weg und Kraft - nicht aber von zeitli-
chen Durchlaufen der Bahnkurve 7(t).

2.4.3 Konservative Kraftfelder

Definition 5 Fin Vektorfeld ﬁ(F) (hier die Kraft) heifst konservativ, wenn das
Integral des Weges

/ b F(7)dr (2.37)

O
unabhdngig von C' ist, das heifst nur von 7y und 7y abhdngig ist.
Es gilt:

1. F ist konservativ < das Wegintegral ¢ FdF = 0 iiber alle geschlossenen

Wege ist.

Beweis ,=": Seien C; und C, beliebige Wege.

7 5 T . 1 .
= Fdr = / Fdr = —/ Fdr
71,C1 71,02 72,—C>

= 0= / Fdr = 7{ Fdr
C1,—C2

»,<": Umkehrung entsprechend.

2. F ist konservativ, genau dann wenn ein skalares Feld V(7) existiert, mit

F=-VV(f) = —grad(V (7)) (2.38)
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Der Gradient ist definiert durch:

oV

. Er 5.0V -
—-— =1 t
oxs

Minus Zeichen in (2.38)) ist Konvention.
V ist bis auf Konstante festgelegt.

Beweis ,,<”: Sei C' = {7(0")|0 < ¢’ < 0},7(0) =71,7(0) = 5.

do’

772_’_)_ o ) A7 , 7 4 iy . L B
:ﬁmFm_—Aiwvw»—da_—A-ﬁwmwma_[w@ V (7(2.39)

Also unabhéngig von C.
,= frff Fdr sei unabhiingig vom Weg.

Definition -
Wﬂ:—/‘ﬁwﬁW7 (2.40)
71,C
= Vi = V(o) = - [ FE)
= vty = L9 = -Fatop
S (F+ W)d?;(:) 0

L. dr
= F+VV =0, da d_r beliebig (Weg C' ist beliebig)
o
= F=-VV

3. F ist konservativ & VxF= 0
Die Rotation von F' (sprich rot(F)) ist ein Vektorfeld, das wie folgt definiert

ist. oF, oF, S
N LR

VxF=| %+ — a_%f = det Bz 013 O3 (2.41)
i F F F

e Definition Uber total antisymmetrischen Tensor.
1, (igk) = (123),(231), (321

ein = (6 x &) & =<{ —1, (ijk) = (132),(213), (321
0, o

~— —

(2.42)

N
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e Vektorprodukt

3
axb= Z(é; X é}) = Zgijkaibjgk (243)
ij=1 ijk

Beweis: Skalarmultiplikation mit € von rechts.

= VX F= Zi,j,k:l Eijk(a_mﬂ)ek
e Einsteinsche Summenkonvention

Summen iiber doppelt auftretende Indices werden unterdriickt.

Beispiel: z;y; statt Z?Zl x;y;. Hier: VxF = 5Z~jk%€k

Beweis von (3)):

:77
byl =
F=-VV=F= —372 fir k =1,2,3.
OF, _OF; _ 92V 2V
9z Ox, ~ Oz;0xy OrkOz;
=VxF=0
= Gradientenfelder sind rotationsfrei!
<:’7
7

V x F=0= F=—VV mit Hilfe des ,oatzes von Stokes”.

Beispiele
1. homogenes Kraftfeld: F(7) = F,
= V = —Fy -7+ const., denn
S o 0 =_, 0 =_, 0 =
V(Fp - = Fyr, Fyr, For) =
(Eo -7) (8931 or 01y or Ox3 o)
= <F0,17F0,27F073) = (FO,(L'?FO,:UJFO,Z) =

= [y = Fj ist konservativ.

0
Beispiel: ﬁg =mg ="V = —mgr =mgz (mit § = |g| 0 )
-1
2. Zentralkraftfeld: ﬁ(f’) = f(r)? r = |7
3.
F = axfv
. ¢
/FdF = a-R-R-dy =aR%p
] 0
. 2:I1—¢p
/FdF:— / a-R-R-dy =aR*(p— 2II)
Cs 0

— Differenz 2[1aR? = F nicht konservativ.
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2.4.4 Arbeit und Energiesatz

In (2.4.1): 27 (ts)? — 27(t f” F(7)dr
ﬁ:—vvqm®+vm)
= %ﬁ(tg)z + V(FQ) = %’(7(25 ) + V(’f_’i) = F =const.

Bemerkungen
1. Die potentielle Energie ist bis auf Konstante festgelegt.

2. Potentielle Energie V() und Potential U () werden meistens synonym ver-
wendet - streng genommen ist zum Beispiel das Gravitationspotential (einer
Masse M am Ort /)

M
Uf) = -G—— 9.44
()=~ (2.4
und die potentielle Energie (einer Masse m bei 7)
Mm
V(i) =m-U() = -G=——= 2.45
()= m V() = ~G 245

3. Die Arbeit W der duBleren Felder am Teilchen ist

W:/ﬁdf

(ﬁ nicht notwendigerweise konservativ)
Leistung P: dW = Fdi = P = W = Fd — fiy

Energiebilanz fiir mehrere Teilchen

Abschnitt :
N
> mir = Z Feot o Z Z et (2.46)
i=1 ;

Zerlege Fevt = Er + F4 o= SV Fh,

. Lo
konservativ  dissipativ

= SN Ve V(7 n)T = =
Aus " = %(T +V) = Zf\il ﬁ,-d'F = T +V = E =const., falls (innere
und duBere) dissipative Kréfte verschwinden. Dissipative Krifte, z.B. Reibung,
Zeitabhangige Krifte.
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2.5 Integration elementarer Bewegungsgleichun-
gen

Ausgangspunkt: m# = ﬁ(ﬁ U, 1)

2.5.1 Konstante Kraft F = ﬁo

t t
m/ th’:Fo/ dt’ (2.47)
to to

& mi(t) = miy + Fy(t — to)

1. Integration:

2. Integration:

2.5.2 Zeitabhiingige Kraft F = F(¢)

Aus (2.47) = mi(t) = miy + ft F(t)dt!
(Impulsé@nderung entspricht Kraftstoﬁ)

= 7(t) = 7o + Uo(t — to) + / / t")dt" dt!

2.5.3 Geschwindigkeitsabhingige Kraft
1. Eindimensionale Bewegung: mo = F(v) (siehe [2.3.2/(3))

( )17 O = Keine Arbeitsleistung

= 242 kinetische Energie ist erhalten
dr)
dt-

) = const nicht aber
Belsplel Lorentz-Kraft
— ¢ x B mit e = 1, hier: B = (0,0, B).
(0) = z0,2(0) =0

y(0) = 0,9(0) = vy,

2(0) = 0,2(0) = vy,

Hﬁj
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=mr=rxB&mi=1Ux B

mi— By = 0
my—+ Bx = 0
mz = 0

1. Schritt: u := = + iy, u(0) = xo, w(0) = iv,,
m(& + i) +iBi — By =0
& mi+1Bu =0
2. Schritt: Losung durch Exponentialansatz

u = ug + ezwt

= mug(—w?)e™" — wBuge™" =0

9 B B
=>wt+tw—=0=>w =0,wy = ——
m m

sind zwei unabhéngige Losungen!
—iBy

= u(t) = up + uge 'm’,

U(O)ZZL'Q:>U1—|—U2:$O

. B
U = iUy, = _Eug = Uy,
MUy,
= Uy = — B , Ul = To — U2
mu muv,, _.B
= u(t) = (xo + —2) — —2e 'm’
B B

mvyo

= a(t) = R{u(t)} = o+ 7

= a(t) = S{u(t)} = " sin( 1)
= z(t) = vy, - t(aus 2.50)

Ergibt eine Schraubenlinie um é, mit Frequenz %.

(1-— COS(gt))

20

(2.48)
(2.49)
(2.50)
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2.5.4 Das (mathematische) Pendel

Riicktreibende Kraft:
Fr=—mg-sing (2.51)

s=1l-p,5=1-¢=ms=mlp=—mgsiny

& ¢+ wising =0 (2.52)

mit w =, /<.
g

1. Kleine Ausschlige
0=¢+wsinp ~ @+ wp
= Allgemeine Losung: p(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) harmonische Schwin-
gung, mit A, B aus ¢(to), ¢ (to)-

2. Grofle Ausschléage
e Energie: 21%¢% + mgl(1 — cosp) = E
e an Umkehrpunkten: ¢ =0, E = V(£¢g) = mgl(1 — cos ¢)
o Kapitel (2.3)):
()0/

. /*’ s’ /*’ Id
0 /Z[E-V] 0 \/%mgl[cosgo’ — €oS o

Durch eine Quadratur iiber Periode T folgt:

[ 1 [%° d [
T =14 _/ 14 :4\/jK(sin@)
29 Jo 4/COs @ — cos @y g 2

mit K(z) = fog \/#m - ist ein vollstdndig elliptisches Integral der
ersten Art.

2.6 Rotierendes Bezugssystem

e Sei KS’ ein Koordinatensystem (', 9/, 2), das beziiglich dem Inertialsystem
(x,y, z) mit Winkelgeschwindigkeit & = ‘fl—f rotiert.
o Ziel: ' . . '
mr’ = =2m(& X ) —md X 7 —md x (& x ) (2.53)
1. Schritt: Fester Vektor G in KS’:

dG,or] = |G||dZ] sin 0
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dGrp L 3,dG oy L G
= dG,o = dF x G = (@dt) x G
2. Schritt: G(t) sndert sich in KS’: déKS"
= Gesamtinderung: déIS = déKS’ + émt

dG dG

(%)IS = (E) (2.54)

K87+L3Xé

Anderung des Ortsvektors:

3 3
L e, <, A
= Z o e;l—ZxZ(t) r
i=1 =1 S~~~
Gxe]
=7 +dx7r
3. Schritt: Bewegungsgleichung in KS’:
- angewendet auf 7= 7 4+ & x 7:
di’ d,, . o -
(E)IS - (E(*ﬂu X 7))gg + & x (7 +d x 1)

F=7 +20 X7 +d X7 +dx (Jx7)

— Teilchen unter Einfluss von F(© in IS:
(m-7)g = F©

~» im rotierenden System:

m-7 =F© - 2m(@ x ) — m(& x 7) — md x (@ x7)
—_—— ———
Corioliskraft Drehbeschleunigung Zentrifugalkraft
Bemerkungen

1. Coriolis- und Zentrifugalkraft sind Scheinkréfte (Tragheitskréfte).

2. Sie sind nicht-Newtonsche Krifte; = Newtonsche Axiome gelten nicht im

beschleunigten Bezugssystem.



Kapitel 3

Lagrange-Formalismus

3.1 Zwangsbedingungen, -Krifte und generali-
sierte Koordinaten

e System von N Teilchen mit 3N Koordinten

e Es mogen M unabhéngige Zwangsbedingungen existieren

1. Die Zwangsbedingungen heiflen holonom, wenn sie sich darstellen lassen

durch .
f9zy, . zan,t) =00 = 1,..., M) (3.1)
e Rheonom: %ﬁj) #0
e Skleronom: 2 = 0

ot

Beispiel Perle auf rotierenden Stange
Konstante Winkelgeschwindigkeit w:

p=w-t

tanp = Y
x

= f(z,y,t) =y —x - tan(wt) =0
= holonome, rheonome Zwangsbedingungen. Holonome Zwangsbedingun-
gen in differentieller Form

3N

df) B ofD) o N ofu) B

— 0

23
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bzw. durch totales Differential ausgedriickt.

3N ; ;

, ofw) ofw)
dfY) = d; dt =0

! ;axi Tit oy

Beispiel

TWw
dy — t t)dr — ———dt =0
y — tan(wt)dz cos?(wt)
2. Nicht holonome, lassen sich nicht durch Gleichung (3.1)) ausdriicken.

(a) z.B. auf Kugeloberfliche mit der Form fU)(x,...,25y,t) >= 0. Bei-
spiel dazu: Teilchen im Schwerefeld.

r?—R*>=0
(b) z.B. die sich nur in in differentieller Form schreiben lassen:

SN '
Z aPdx; + afdt = 0 (3.2)

i=1

Beispiel Rollende Kreisscheibe auf Ebene

Lage der Schreibe durch 5 Koordinaten beschrieben: z,y,1) (Drehwinkel),
¥ (Neigungswinkel), ¢ (momentane Abrollrichtung).

Geschwindigkeit ¢ in xy-Ebene.

d .
i = v=—(R-di) =R
7l = = R )= R
r = wcosy = Rcosypsi

= wsing = Rsinppsi
& dr — Rcospdy =0
dy — Rsin pdy = 0

ofm ofm ofm afm

(1) — =
Az, y,0,0)=0=10 o dr + ay dy + a0 do + 90 dvp
ofm afm afm afm

T Tor T Uy Vo U ap oSy

Aber %Z;Z = Rsin ¢ und %21{3(: = 0 - dies ist Widerspruch!

= Zwangsbedingungen lassen sich nicht auf holome Form bringen. Zwangs-
bedingungen in differentieller Form

3N
Z aid:ci + aodt =0

i=1
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ist holonom, falls ein totales Differential einer Funktion f existiert mit a; =
of ., _ Of

6—%_7 apg = R
Das ist der Fall, wenn die Integrabilitdtsbedingung
0% f B 0 f

erfillt ist, d.h.
Gai 8ak

Generalisierte Koordinaten
e Statt der 3N kartesischen Koordinaten kann man irgendwelche ande-
ren Koordinaten (i, ..., g3y) wéhlen

o Wihle ¢;, so dass durch Zwangsbedingungen eine Koordinate ¢; =
const. ist

e M Zwangsbedingungen = 3N — M unabhéngige Koordinaten

Zwangskrifte
e Zwangskrifte dienen zur Einhaltung der Zwangsbedingungen (z.B. Be-
wegung auf Ebene)

e Idealisierung tatséchlich physikalischer Kréfte, die nicht im Detail, son-
dern nur in Hauptwirkung untersucht werden

e Newtonsche Bewegungsgleichung

miF, = F© 4 F©
=~ =~

*1 *2

Mit #; eingeprigter Kraft und %o der Zwangskraft.

3.2 Das d’Alembertsche Prinzip

Kann man (bei M holonomen Zwangsbedingungen) die 3N — M Bewegungsglei-
chungen ohne genaue Berechnung der Zwangskréfte aufstellen?
~» zusatzliches Prinzip erforderlich.
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3.2.1 Virtuelle Verriickungen

e unterscheide:

26

— aktuale Verriickungen - Ortséanderung im Lauf der Zeit (siehe Glei-

chung (3.2)).

— wvirtuelle Verriickung - Vergleich zweier moglicher Postionen (z; und
x; + dz;) des Systems zur gleichen Zeit, die mit Zwangsbedingungen

vertréglich sind:
3N
Z a8z, =0
i=1

Aus mii; = F + F) folgt fiir N Teilchen:

N N

S mit — F)or = 3 FOr,

i=1 =1

o d’Alembert
N

SR o =0

=1

die virtuelle Arbeit der Zwangskrifte verschwindet.

Bemerkungen

1. Nicht aus Newtonschen Axiomen ableitbar

2. Bei rheonomen Zwangsbedingungen ist nur die virtuelle, nicht aber die reale

Arbeit der Zwangskrifte 0.
N = 1: F%7 =0, aber F9dr # 0.

3. N > 1: Summanden

F’i(c)éﬂ muss nicht notwendigerweise 0 sein. (Siche Kypers (6. Auflage) Seite

15)

Aus (3.3) und (3.4) folgt d’Alembert-Gleichung:
N ..
N (i~ E9)si =0
=1

Zwangskrafte tauchen nicht mehr explizit auf! Annahme holonomer Zwangs-

bedingungen:

= 7; = 73(qu, ---,E]ngM,t), (t=1,..,N)

= 015 = 2?21 %’:; dq;,0g;: unabhéngig

= 30 (i — B2 = 0 fiir j = 1,...,n = 3N — M.

]
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3.3 Die Lagrangegleichungen 2. Art

Motivation Betrachten als Beispiel das Doppelpendel. Aufstellen der Newton-
schen Bewegungsgleichung sehr komplex. Unser Ziel wird sein, einen Formalismus
zu finden, der zur Aufstellung der Beewegungsgleichung ausgehend von kineti-
scher und potentieller Energie ausreicht.

3.3.1 Herleitung

N
> (e — For = 0, (B = F) (3.5)
i=1
5F; = g” 5q;
=1 70
Virtuelle Arbeit der ﬁl

N n N a_,‘

D For=) (3 Fig )og (3.6)

i=1 j=1 i=1 4

();: generalisierte Kraft (nicht unbedingt Einheit Newton).

1. Term in Gleichung (3.5)):

n

Noo. N o7
;mimﬁ => 0 miri s )3g; =

i
j=1 i=1 J

n N
d, . Or -, d O
= Z(Z %(mﬂ’z‘ : 6_q]> - miria(a_qj»(sqj' (3.7)

j=1 i=1
Nebenrechnung

A _N~OR O On O,
L dt 1 8qk O ot (9q2 n 8qj

008, 9 dn
8t 8(]]‘ N 8(]j dt
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Damit folgt aus Gleichung ([3.7)):

N . n n d . 8'171 . 8171
Zmﬁ“i(sh’ = Z(Z %(mlvl ' aq) B mivi(a_q))(SQj B
=1 !

Mit kinetischer Energie 7' = %Zfil m;ve.

z":(daT oT

%O_q'j_@_qj_Qj)éqj =0

J=1

e Jetzt folgende Annahme: M holonome Zwangsbedingungen. n = 3N — M
unabhingige g¢;.

e Unabhéngigkeit der g;:

dor or

fri=1..n
e Keine Zwangsbedingungen mehr

e Beliebige eingeprigte Krifte @);.

e Zusitzliche Annahme: konservative Krafte F’Z = —ﬁiv.
N N
-, Or; or; 0
=0Q;= F—=- ViV—=——V(q1, s qn)y ooy Tn(q1, -, Gn
) ;aqj Z 5g, = " ag " (11 100 Tl )
Es sei % =0.

Definition 6 (Lagrangefunktion)
L= T(Qla - 4N, q.la sy ant) - V(qlv sy Qn)
Damit folgt aus Gleichung (j3.8]):

d oL OL
dtdq; g
Dies ist die Lagrangegleichung 2. Art (sog. Euler-Lagrange Gleichung).

=0,j=1,...n=3N—-M (3.9)
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Bemerkungen

1. Lagrange sind forminvariant unter Koordinaten-Transformationen (sog. Punkt-
transformationen) ¢; — @Q;(¢;,t), d.h. fiir L(Q, Q,t) = L(¢(Q,1),¢(Q, Q. 1), 1)
folgt:

d oL oL 0
dtoQ; 0Q;
Beweis dazu in Kuypers - Klassische Mechanik Seite 29.

Beispiel Transformation von kartesischen auf ebene Polarkoordinaten.

T=T7COSp,Yy =TSNy = T =7COSP — TSNP,y = 7SsINY + 1 Cos PP

T =232 4 g?) = (2 4 722, Ve, y) = V(r, )

2 2
Lagrangegleichungen angewandt:
dtox  Ox  dt or or
Entsprechend: my + %—Z = 0.
~ Polarkoordinaten:
AOL DL, OV V.
dtor or MY Ty T T

ia—L—a—L—i(mvﬂ—mr')—i-&—v—mr(r"+27*')+a—v—0
it oy o  di PITgp — MR T TIN5, =

= Newtonsche Bewegungsgleichungen sind nicht forminvariant.

2. ,Rezept” zur Aufstellung der Bewegungsgleichungen:

(a) Schreibe L = T'—V in Abhéngigkeit von 3N geeigneten generalisierten
Koordinaten (ohne Beriicksichtigung der Zwangsbedingungen).

(b) Driicke mit Hilfe der Zwangsbedingungen die 3N durch 3N — M un-
abhéngigen Koordinaten aus.

(c) Driicke L durch 3N — M ¢; und ¢; aus.
(d) Stelle Lagrangegleichungen auf.
(e) Suche Losung
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3.3.2 Beispiel: Rollpendel
Wenden Rezept auf das Beispiel an. Koordinaten: x1,y;, s, y.

L:T—V:%(fc%ﬂﬁ

Finden zwei Zwangsbedingungen im System:

mo

)+ 5 (&3 + 93) — magys

Y1 =0;20 =21 + 1 -sinp,y, = —1 - cos

L= %x% + %(x% + 2ld1¢ cos p +2 ¢ (cos® ¢ + sin? @) + magl cos @

/

=1
d OL oL . . 9 .
dtoi, Oz (ma +ma) i1 + mal (P cos p — @ sing) = 0
d oL 0L

= myl(Z1cosp —x1osiny + 1@+ gsiny) =0
TR 2l (1 cos p — L1 sing + 1P + gsinp)

Auf das suchen einer Losung wird verzichtet.

3.3.3 Krummlinige Koordinaten

Wihle je nach gegebenen Problem (Symmetrien) geeignete Koordinaten.
1. (Ebene) Polarkoordinaten (7, ¢)

T=7cosp,y=rsing ~ = arctany,r =22+ y?
x
Kinetische Energie 7' = 2 (> + r2vafphi2)
2. Zylinderkoordinaten (g, ¢, 2)

T =0CosSp,y=psingpz =2z~ 0= a:2+y2,g0:arctany,z:z
x

Kinetische Energie T' = 2(9° + ¢°¢* + %)

3. Kugelkoordinaten (sphérische Koordianten) (r, 4, ¢)

x =rsindcosy,y = rsindsing, z = rcosv

2
~ = /22 +y? + 22,9 = arccos

_ )
,p = arctan =
V4 y? + 22 x

Kinetische Energie T' = 2 (72 + 1292 + 72 sin? 9¢?)

30



KAPITEL 3. LAGRANGE-FORMALISMUS 31

3.3.4 Beispiel: Sphirisches Pendel

Generalisierte Koordinaten ¢; = {r, 0, ¢}.
x =rsinfcosy,y =rsinfcosp, z = rcosb

Aus T = 2(i* 4+ 9* + 2°),V = —mgz. Folgt:

Schritt 1 i
=T = (i* + r20° + 1r**sin® 0), V = mgr cos 0

Schritt 2 - Zwangsbedingungen

r=10r=0

Schritt 3 2
L(0,¢,0,¢) = %(92 + ¢*sin? 0) 4+ mgl cos 0

Schritt 4 - Bewegungsgleichungen

%((Z—g) — g—g = mi%0 — ml?p?sin @ cos 0 + mglsinf = 0
L L
%(g_@) — gTO =0 = ml*@sin®’f =0

d
= %(ml%b sin®0) = 0

L,
= ml*psin®h =1, ~ dotyp =

ml? sin® 6

Schritt 5 - Losen Mithilfe der aufgestellten Gleichungen und Anfangsbedin-

gungen losen.

E = il (6% + 2 sin? 0) — mgl cos 0
2 m2[4sin* 0 g

Losung durch Seperation der Variablen

[,
0= \/ml2\/ B %(lsmé’) mglcosd

d@l t
:>/ /dt’
%o \/E lsme 2 4+ mgl cos to
o / de’
—lp=
bo \/E— zsme 2+ mgl cos @
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Losung der Differentialgleichung nur mit Hilfe von Anfangsbedingungen moglich.
Danach:
t—to= f(0,6)

Umkehrfunktion bilden, um 6 = f(t,0o,%9) zu erhalten. Wir benétigen daher

folgende Komponenten: 6y, 6y, ©o, po-
Um ein Gefiihl fiir die Losung zu bekommen kann man folgenden Ansatz machen:

mo? 12 mg

E=1P(— +V.5(0)),Vess(0) = ——2—— — —=cosf
(5 Vers(0)), Vegs(0) = 5 gy — = cos
3.3.5 Zyklische Koordinaten
0 0L OL
595 " 55 =0
ot 0q;” 0Oq,
Falls g—qu = const. = p; = g—;j = const.
Beispiele
. oL oL oL
m
L _ .9 .9 .2y Y& _ v e
2(x +9 +Z)78x 0’8y o,az 0
oL , , oL , ; oL , ;
e = — = mi = const.,p, = — = my = const.,p, = — = mz = const.
p ot Py oy Y b 0z

2. Sphérisches Pendel (Wie in (3.3.4))

oL oL o .
% =0= % =1, =p, = ml*¢?sin® 0
3. Rollpendel
6’L—0:>8L—( + mo) iy + 2l¢
0z, o5 my + ma)T Y Cos

3.3.6 Geschwindigkeitsabhingige Potentiale

0,0T, 0T
09T, T _,
ot " 0¢; 0q;

Falls Q; = —g—;/i, dann folgt aber Q; = —g; + %(g;).

L=T-V
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3.3.7 Elektromagnetische Kraft

E, E sind Vektorfelder. Wir fithren das Vektorpotential A ein, wiahrend ¢ ein
Skalarpotential ist.

V. Bo0vxio_28
ot
. - A
:>B:V><A,B:—ng—aa—t
Lorentz-Kraft ist definiert als
Fro=e¢ E +4i0x_B)
,§¢,%§ VxA
d 0¢ 0 - d oV ov
T T o or " s "o

:>L:T—V:T—e<b—ei7ff

3.3.8 Eichtransformationen
Ersetze L mit L'(q, ¢, t) = qt + L(q,q,t).
dol oL doL 0L d o0 0F oF 0 OF

~ %07 0q dioq og TaoiaqlT o) “agar
————

=0

Lo 00F doF
ot dq dt g
Bemerkungen

1. Lagrangefunktion ist nur bis auf %F(q, t) festgelegt.
2. P=9 =P+ 2 (%E+90) =P+ 4
3. Elektromagnetische Felder

B = rot( _)),E_):—ﬁqb—aa—/:

Eichtransformation angewendet:

-

A= A-VAF1),¢ =6+ M)

_TQ_ H—»/_/_/___é_”—»__i—»
L—2U ep+eAv, L' =T"-U =T-U e@tA eVAT =L edt/\(r,t)

= Langrangegleichungen sind invariant unter Eichtransformation A.
= Eichinvarianz
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3.4 Lagrangegleichungen 1. Art

Explizite Behandlung der Zwangskrifte.

3.4.1 Herleitung
e Siehe (3.2):

mi; = F\ 4 F (3.10)

e M Zwangsbedingungen

SN 4
Z adx; + aldt = 0

i=1
e virtuelle Verriickungen
3N
> af 6w =0 (3.11)
i=1
e d’Alembert-Gleichung:
3N
Z(ml:vl - Fz(e))(le =0 (312)

i=1

e Beriicksichtigung der Nebenbedingungen (Zwangsbedingungen) durch Lagrange-
Multiplikation \; (zunéchst beliebig):

M 3N
SN0 S aP6x) =0 (3.13)
=1 =1
Aus (3.12))-(3-13)) folgt:
3N M
Z(mle - .Fl-(e) - Z /\]CLEJ))(SCL’Z =0 (314)
=1 =1

e (3N — M) Koordinaten dx; sind frei wéhlbar
=1=1,...,3N — M Klammern sind gleich 0.

e M )\ werdenso gewahlt, dass ¢ = 3N — M + 1,...,3N Klammer gleich 0
sind.

M
miii; = F9 + Y Na? i =1,..,3N (3.15)
j=1

mit (fir j=1,..., M):
N ‘
Z CLZ(J)LL’Z + aéj) =0
i=1

Bildet die Lagrangegleichung 1. Art.
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Bemerkungen

1. System von 3N + M Gleichungen fiir 3N + M Funktionen z;(t), A;(¢).
2. Vergleich mit (3.10):
M
Fz'(C) _ Z )‘jal('j)
i=1

3.4.2 Beispiel: Atwood’sche Fallmaschine

Anfangsbedingungen:
21(0) = ZQ(O) == 2:’1 == 2:’2 =0

(Holonome) Zwangsbedingungen:
21+22:0$Z.1+732:O
Lagrangegleichungen:
mlfél = —mig + 1-X
MoZy = —Maog + 1-A

Zwangskraft bildet die Spannung im Faden: ~» Losungsansatz unter der Annah-
me, dass A unabhéngig von t ist.

1 A
) = —=(g— )t
alt) = —5l0-—)
1 A
t) = —=(g— —)t
alt) = —5l0- )
mqmmso
t t)y=0=> \A\=2g———
Zl( ) + 22( ) gm1 + mo

Annahme war also gerechtfertigt, da A in der Tat unabhéngig von t ist.

g ,myp— M2, o
t) = —=(———)t
a(t) 2 mq 4+ mo

g, ,miy —MmMay,o

z9 (t) =

_5 my + Mo

= Fall mit verringerter Schwerebeschleunigung.
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3.4.3 Fall konservativer Krifte und generalisierte Koor-
dinaten

In (3.3.1) wurde aus der d’Alembert Gleichung die Gleichung

3N

doTlT 0T

hergeleitet. Dabei waren ¢; 3N gegebenfalls unabhéngige Koordinaten. Mit Q); =

—g—; (siehe (3.14)) folgt nun:

3N

d oL 0L
O sy =0, L =TV
2 Giog 9%

Beriicksichtigung der Zwangsbedingungen iiber Lagrange-Multiplikation und Her-
leitung analog zur Gleichung (3.11)) bis (3.15]).

M

doL oL <L
oG o —2 A

3N ‘
Z aPdg; + aldt = 0
i=1
Lagrangegleichungen 1. Art fiir Potentialkréfte

Bemerkungen

1. Vorteil gegeniiber Lagrange 2 ist, dass diese Gleichungen auf Differenti-
elle (nicht Holonome) Zwangsbedingungen anwendbar sind und man die
Zwangskrifte iiber die Gleichungen erhélt.

2. Rezept:

e Wahl von 3N geeigneten Koordinaten
(7)

Bilde L =T — V als Funktion von 3N¢; und 3N ¢; Koordinaten
Berechnung der 3N Lagrangegleichungen

e Zwangsbedingungen in differentieller Form aufstellen — a

3.5 Das Hamiltonsche Prinzip

3.5.1 Wirkungsintegral und Variationsprinzip

e Das d’Alembertsche Prinzip ist ein differentielles Prinzip.
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e Das Hamiltonsche dagegen ein integrales Prinzip.

e Ein physikalisches System ist durch seine n Freiheitsgrade charakterisiert.
Die Momentane Konfiguration durch n generalisiert Koordinaten ¢ (t), ...¢,(¢)
gegeben.

3.5.2 Wirkungsintegral und Variationsraum

Konfigurationsraum - Raum alles Koordinaten 3N. Vorgabe: Lagrangefunktion
L(q;, ¢i,t) =T — V ist Funktion von ¢ und Anfangsbedingung.

Definition 7 (Wirkungsintegral)

S = /t2 L(Qi(t)aqi(t)at)dt

t1
S ist Funktional der Bahnen ¢;(t).

Vergleiche S = S(q;(t1), ¢1(t1),t2) mit S fiir virtuelle Bahn im Konfigurations-
raum. Dies ist geometrisch, aber nicht dynamisch, moglich.

Hamilton’sches Prinzip der stationiren Wirkung

to
5S = 5/ L(t)dt = 0

t1

Fiir festes t1, to. Die tatséichliche Bahn liefert gegeniiber allen benachtbarten vir-
tuellen Bahnen einen Extremwert (im Allgemeinen, ist die tatsichliche Bahn
minimal). Das heifit, dass die Variation um die tatséchliche Bahn verschwindet.

Bemerkungen

1. 05 = 0 wird axiomatisch als Basis der Mechanik gefordet; fundamentales
Prinzip.

2. Lagrangegleichungen daraus ableitbar (siehe ({3.5.4))).
3. Die Formulierung ist Koordinatenunabhéngig
L=T-V
4. Im Allgemeinen ist die Wirkung .S der tatsdchlichen Bewegung minimal.

5. Bahn wird statt aus den 2(3N — M) Anfangsbedingungen ¢;(¢1), ¢;(t2) aus
den 2(3N — M) Randbedingungen ¢;(t1), g:(t2) bestimmt.

6. Variationsprinzipien sind auch in anderen Bereichen der Physik von Bedeu-
tung. Als Beispiel kann man das Ritz’sche Variationsprinzip in der Quan-
tenmechanik anfiihren.
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3.5.3 Beispiel: Massenpunkt im Schwerefeld

n = 3 Freiheitsgrade, (q1,¢2,q3) = (2,9, 2), L = 2(&* + > + %) — mgz, x(0) =
y(0) = 2(0) =0, t; = 0,t, = T. Endpunkt: «(T) = vT,y(T) = 0,2(T) = —391"
« ist ein Beispiel fiir eine virtuelle Bahn mit:

(1) = vt y(t) = 0, () = —%gtT

T
m 1 m m 3
=Sy = | =+ =¢°T?) + = ¢*Ttdt = —0°T + ~mg*T*
/o 2(2} —1—49 )+29 5V —|—8mg
[ ist die tatsdchliche Bahn mit:

w(t) =vt,y(t) =0, 2(t) = —=gt*

2 2 2 9
Also folgt, dass Sg < 9, gilt.

T
3
= S5 = / @(UQ + g*t%) + @thZdt — ey ~ g1
0

3.5.4 Aquivalenz zu Lagrangegleichungen 2. Art

Variation der Bahn:

ai(t) = ¢ (t) + eni(t), mi(tr) = mi(ts) = 0

to d .
0S = / —L(q,go) + en;, q'§°) + eeta;, t)dt =
4y de

~ [ 0L 9L
= i + o mi)dt =
;/tl (5%'77 5’%7”

n

2 9L d oL oL
- Z(/t (a—qlﬁi - (Eﬁ_qi)m)dt + a—qinz‘) =
~——

i=1 1

2 L 9L L
5S — / E (8 —ia—q.)mdtzo
. . .

=0

Da n;(t) beliebig gilt (bis auf Randbedingung):

L doL oL
dtdg Oq
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Bemerkungen

1. Unabhéngigkeit der 7; entspricht Unabhéngigkeit der dg;. Somit holonome
Zwangsbedingungen.

2. Aquivalenz zu Lagrange 1. Art. Siche dazu Goldstein / Kuypers.

3. Allgemeine Aquivalenz von Variationsprinzip und Euler-Lagrange-Gleichungen:

y(z) Funktion mit y'(z) = %,

6/@ F(y(z),y (z),r)de =04 —— — — =0 (3.16)

Beispiel: Minimalfliche (Seifenhaut) Seifenhaut zwischen 2 Kreisen nimmt
minimale Flédche an, die zu berechnen ist. Die Losung dieses Problems stammt
von Leonard Euler (1707-1783).

2
A—27r/ yds
1

ds = \/dz? + dy? = \/1 + y2dx
z2
:>A:27T/ yv/ 1+ y?dx

Nebenrechnung: Falls F' in (3.16)) nicht explizit z-abhingig ist:

mit:

oF dH OF oF d OF
H: — F_ l_:>_:_/ _/l_ /__:
Y oy’ dx dy Y oy’ vy dx 0y’
COF  d OF
= L9
Oy dx Oy
y/
= Hzconst.:a:sz 1+y’2—y'y\/T7:
——
=0F /0y’

2 1 x Y d
= y':\/%—l(:)dy:a\/yz—a2dx:>x—x0:/d:z::a/ﬁ:
Zo Yo -

= oafcosh™ 1(%) — cosh™ 1(%))

1
= y = acosh xo,coshz = 5(6‘Z +e7%)

3.6 Symmetrien und Erhaltungssitze

Wiederholung Lagrange-Funktion unabhéngig von ¢;. = System ist invariant

unter Verschiebung ¢; (Symmetrie) = ¢; zyklisch; p; = g—qL_ = const..
J
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3.6.1 Erhaltunsgroflen und Noethertheorem

Definition 8 FEine Funktion f(q;(t),q:(t),t) heifst Erhaltungsgrife, Konstante
der Bewegung, wenn fiir beliebige Bahnen ¢;(t) gilt:

d

- 4 t 5 .z' t ,t =0

o fai(t), (1), ¢)

Integration von n Bewegungsgleichungen (falls moglich)

= ¢ = ¢i(t, qx(0), 4x(0)) mit 2n Anfangsbedingungen g (0), Gx(0).

1. Driicke ¢x(0), ¢x(0) durch ¢;(t) aus. Fiithren zu Konstanten der Bewegung
(maximal).

2. Im Allgemeinen f(g;, i t) = C(qx(0),dx(0)). Wert von f ist abhéngig von
der Bahn.

Noethersche Theorem (Emmy Noether, 1882-1935, Mathematikerin)

Jeder Symmetrieoperation, die das physikalische System unverdndert lisst (jede
Invarianz der Lagrangefunktion unter stetig differenzierbaren Koordinatentrans-
formationen) entspricht eine Erhaltungsgrofe.

3.6.2 Homogenitéit der Zeit und Energieerhaltung

Kein Zeitpunkt ausgezeichnet, weshalb die Invarianz von L gegeniiber einer Trans-
formation der Zeit folgt:

L(q,q,t) = L(q, ¢, t + )

. . o . . . . . aL .
Also ist L nicht explizit zeitabhéingig. Somit folgt %7 = 0.

d "\ 0L oL
Ay N~ Ok, O
at izl(aqq + 9,8

%

Mit Hilfe von Lagrange 2. Art folgt nun:

n

doL_ . OL. d ~~.0L
Z«E@_qz)% + a—qZQz) = E ;%a—qz

=1

d " IL
& —H=0H:=Y ¢-——
aQi

L
dt ,
=1
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Somit ist H eine Erhaltungsgrofie: Jacobi-Integral. H heifit Hamiltonfunktion.
Sei L =1T(q,q) — V(q) mit T homogen quadratisch in ¢;:

IR
T = 52/%3’%%
2y}

dH d ~~ _ 0L d ~— "
=0 0= — — ) = — ; g — L
dt = dt(zqu’“ﬁqk ) dt(zqu’“zjzl” k6 — L)
d d dE
= —2T—(T-V)=—(T+V)=—
dt( ( ) dt( +V) o

= Energieerhaltung!

Beispiel Perle auf Draht

L = T-v=2(242) - Vip=—uw

2
H = 5220 — 2 = 2%’ +V =
= S =Wt +VHAE

Da L nicht homogen quadratisch in r? ist (E=T+V).

3.6.3 Homogenitit des Raumes und Impulserhaltung
Kein Raumpunkt ausgezeichnet, daher folgt Invarianz gegeniiber Transformation:

Uber eine Taylorentwicklung gelangt man nun zu folgender Funktion:

> @V L+ o(@)

i=1

Fiir beliebig infinitesimale Translationen a:

> Vil = (3.17)

Aus (3.17)) folgt nun:

= FErhaltung des Gesamtimpulses!
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3.6.4 Isotropie des Raumes und Drehimpulserhaltung

Keine Raumrichtung ausgezeichnet, daher folgt, dass L invariant gegeniiber klei-
ner Drehung ist.
oo = Tk AT = 7+ AG X T
L(7; + A@ X 7,7 + AG X 7, t) — L(7, 73, t) = 0

Wiederrum wird iiber eine Taylorentwicklung zum Ergebnis gefiihrt:

S ((AGxT) V., L+(AFxT) Vi L)+ o(Ag?)
=1 NI
Ox,0y,0z ot,0y,0%

Mit Hilfe von Lagrange 2 folgt:

o d_ -
= AGY (X i+ T X )+ o(Ag?) =
=1

d L 9
— Agpagmxpi—l—o(Agp)

Fiir beliebige Ag.

dtzl_ L=0

= FErhaltung des Gesamtdrehimpulses!

3.6.5 Allgemeine Formulierung des Noethertheorems
Betrachten Koordinatentransformationen

G — ¢ = q(q1, -, G-, t, @) = gi(q, tev)
die im Parameter « stetig differenzierbar sind und ¢; = ¢; fiir & = 0 erfiillen (zum
Beispiel ¢; — ¢} = ¢; + ).
Falls L(q,q,t) = L'(¢', ¢, ta) = L(¢, ¢, t) so folgt:
3N—M

OL 0q;(q,t a)
I(q.4.t)= Y A la=0

i=1

ist Erhaltungsgrofie!

Erweiterung Falls L'(¢, ¢, t,0) = L(¢', ¢, t) + £ F(q,t, ) so folgt:

0
= J=1— 8—@F(q’,t,o¢) la=0

ist Erhaltunsgrofie! )
Beweis dazu: Siehe Kuypers. Aufgabe auf Ubungsblatt 8.
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Weitere Symmetrien

e Symmetrien wie in (3.6.2))-(3.6.4)) gelten fiir abgeschlossene Systeme

e Fiir nicht abgeschlossene System sind F, ]3, L im Allgemeinen nicht erhal-
ten. Einzelne Symmtrien sind dennoch erhalten, weshalb es einzelne Erhal-
tungsgrofen (und somit einzelne zyklische Koordinatne) gibt.

e Esist im Allgemeinen nicht méglich, durch Koordinatenrtransformationen
zu erreichen, dass alle Koordinaten zyklisch sind.



Kapitel 4

Zentralkraftproblem

4.1 Reduktion des Zweik6rperproblems

e 2 Massenpunkte mq, mo an Orten 77, 75

e Schwerpunkts- und Relativkoordinaten:

3 miTy+mety
R = ————=7r=rn-nr
my + Mo
= S Mo -
&7f = R— ————F
my + Mo
- S my =
rp, = R———r
my — Mma
Kinetische Energie:
my -y mo -y 1 S 1 mime 9
T=—r+—r==(m +my)R" + -———
2 2 2 2 my + Mo

e Kraft zwischen my und my: F = F'(7,7,t) (wegen Homogenitit des Raum-
es)

—

e Betrachte Zentralkrifte F = f ()% mit

Fi) = —wvy = -7

dr r

Mit M := mq + mg,m := L2 (m heifit reduzierte Masse) folgt:

mi1+ma

M = .

SR+ S V()

was ingesamt 6 Freiheitsgrade ergibt. Beziiglich der Homogenitédt des Raumes
folgt:

Lges =

44
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e I ist zyklisch

o MR = const. (Verallgemeinerter Impuls)

e gleichférmige Schwerpunktsbewegung und entkoppelte Relativbewegung L =

272 —V (r) Lagrangefunktion der Relativbewegung (reduzierte Masse m im
Zentralfeld (in welchem V' nur von 7 abhéngt - also unabhéngig vom Winke

ist), 3 Freiheitsgrade)

4.2 Relativbewegung

4.2.1 Erhaltungsgrofien

% — 0 und L homogen quadratisch in 7.

= Energieerhaltung mit £ = %7’2 + V(r).
Zentralpotential V(r)

= sphérische Symmetrie (Isotropie des Raumes)

= Drehimpulserhaltung: L=Fx p = const.

= wegen 7 L L liegt 7 in fester Ebene (2 Freiheitsgrade)
Verwende ebene Polarkoordinaten r, :

L= %(7‘*2 +rg?) — V(r) (4.1)
@ ist zyklisch = p(y) = g_ng = mrp = const. = |L| = |
= L =mr’pe, (4.2)

Geometrische Interpretation: Aus (4.2)) folgt:

d . a1,
a(mﬁ@) =0= %(57"2@) =0

Flachengeschwindigkeit bei Planetenbahnen ist ”fi—f = %7“2@ = const. = # iiber

dA = ir(re) also konstant. Darauf beruht das 2. Keplersche Gesetz: Der Fahr-
strahl diberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flichen.

4.2.2 Lo6sung der Bewegungsgleichungen
Aus folgt

eingesetzt und mit (4.1)) folgt:

m 2
E=—
2T +2mr2

+ V(r)
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dr 2 l
dat i\/E(E — Vi) - 2mr2)

Seperation der Variablen:

dr
(4.3)
\/m E - v 2m7°2)
Umkehrpunkte: 7 = 0 bei rq. Sei r(to = 0) = rq
=t= / (4.4)
\/m E— V 2mr2)
+/— fiir wachsendes bzw. fallendes 7.
=t =1t(r) ~ r =r(t) falls Auflésung nach r moglich.
Bestimmung von ¢(t):
Aus (4.2) folgt:
dp _ 1 (0) =
dt — mr3(t)’ 4 0
L[t odt
t) = — 4.5
:>90< ) m 7“2(t’)+900 ( )
Bahnkurve 7(y):
Substituiere dt’ — dr’ in ([4.5).
/
= p(r) = ¢(ro) £1 / (4.6)
70 7"/2\/2771 E—-V(r 2mr,2)

Bemerkungen

1. (4.4)-(4.6): vollsténdige Integration der Bewegungsgleichung
2. o(r) bzw. r(cp) lasst sich berechnen ohne Kenntnis von 7(t), p(t).

3. Fir V(r) = ar™! mit n € 1, -2, —3: = ¢(r) gegeben durch trigonometri-
sche Funktionen.
Fiir V(r) = ar™™ mit n € 5,3,0, —4, =5, —7: = ©(r) gegeben durch ellip-
tische Funktionen.

4.3 Effektives Potential

2

m [
E =24
5" + (2m7’2 +V(r))
—_—
Vers(r)

Betrachtung des effektiven Potentials V,;¢(r). Diskutieren diverse Energiepoten-
tiale.
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e ££>0-7r(t) > rmnin offene Bahnen.
o I/ =0 - Restgeschwindigkeit v = 0 fiir r — o0.

d dV 2 mdV
0=V =g e 7 B= )

W=

o <0 - rmin <7(t) < rpee Gebundene Bewegung. Aus (4.4) folgt: Schwin-
gungsdauer

T 2/ dr
min (J2(B = Vogs(r))

Gleichzeitiges Vorriicken von (4.5)):

Y
Ap =2—
m Ji

>0
r2(t) —

min

mit tae = tmin + % Im Allgemeinen keine geschlossene Bahnkurve (d.h.
Ap # 21k, n € N)

e E=FE,, -1 =0= Kreishewegung

Bertrandsches Theorem (1873) Geschlossene Bahnkurve existiert nur fiir
V(r)=—2und V(r) = kr?.

4.4 Das Kepler-Problem

a = ymimy Graviationspotential
a = 4—71r5q1q2 Coloumbpotential
Bewegung 7(t), p(t) sind nicht geschlossen angebbar - daher Betrachten wir r(¢p).

V(r) = —< mit

4.4.1 Berechnung des Integrals (4.6)) fiir ¢(r)

e Substitution: s = %

S dS/
= — o= — (4.7)
50 \/Q%E 4 21;1_2&5/+5/2
o Integraltafel:
/ dx 1 ) (an + b)
= — arcsin
var? +bxr+c v—a VA
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fir a < 0,A =b* — dac > 0. Hier a = —1,b = 232 ¢ = 22E.

Y

_ B2

=@ — = arcsin([—ma]zo) (4.8)
/1 + El22

Wahle ¢ = ¢(ty) so, dass 79 = 7(to) = "min-

e Nullstellen der Wurzel in (4.7) (Umkehrpunkt: £ = V)

mo 2F12

= —(1 1
%0 [2 (1+ + ma2)
e Untere Grenze: arcsin(—1) = —7.
I?/ma
=r(p) = - (4.9)
1+ \/1—1-%(:08@0—@0)
folgt aus sin(p — @y — Z) = L—(Ps/ma)
( g (90 %o 2) \/1+3REO§ cos(p—p0)
Mit Parameter und Exzentrizitiat
I? 2F12
p=—,e=1/1 5 (4.10)
ma mao

fOlgt 7”(90) = %.

o Kegelschnitt (Schnitt einer Ebene mit Kreiskegel) in Polarkoordinaten:
Energie | Bahnkurve
e>1 E >0 | Hyperbel
e=1 E =0 | Parabel
0<e<l1 = —2 | Ellipse (entspricht 1. Keplersche Gesetz)
e=0

2a
& | Kreisbahn

T 2R

Fall £ < 0, das heifit e < 1

e Ellipse ist gegeben durch Punkte r; + ro = 2a. Konstruktion einer Ellipse
iiber sogenannte Gértnerkonstruktion.

e Gleichung einer Ellipse mit Halbachsen a, b:

(r+ae)? o>
a? + b2
p p p b2 2 22

=a= =a*—d’e* =a’(1-e*) = b=

20 =
“ 1—e+1+e 1—e?’

V1—e?
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o Kepler-Ellipse:
— grofle Halbachse: a = ﬁ
!

— kleine Halbachse: b =
2m|E)|

Die groie Halbachse ist nur von der Energie abhéngig - nicht vom Drehim-
puls!

4.4.2 Der Runge-Lenz-Vektor

Zusitzliche dynamische Symmetrie fiir V(r) = —%. Daraus folgt neue Erhal-

—

tungsgrofe:

o = r
A=px L—ma-
r

Aus dem Noether-Theorem folgt:

e A 1 L (liegt in Bahnebene)

o A zeigt zum Perihel.
o |A| = mae, A2 = 2mEI® + m2a?, A liefert also feste Ausrichtung der Kep-

lerellipse.

4.4.3 Gesamtbewegung
Bei mqy > my gilt:

Fi(t) = B(t) + ﬁf‘ t) — (1) = R(t)
SN By M2 Ly oy By o
7alt) = (o) — —" i) — 7a(t) = () - 710

4.4.4 Die Kepler’schen Gesetze

1. Die Planetenbahnen sind Ellipsen mit Sonne im Brennpunkt.

= const. (Flachengeschwindigkeit ist konstant)

9 dA _ L

dt — 2m

3.
T2 ~ (l3
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Beweis Ellipsenfliche A = mab = 7wa \/2lm—|E\ = mal,/-~. Andererseits

T
A:/ “a_p b
o dt 2m

=T% = (27r)2ma3
a

gilt:

Sei nun my; = m, Planet, my = m, die Sonne:

mo MM 1 11

o My + Mg YMpMg - ¥ Mg
Somit folgt fiir alle Planeten:

2 2
(2) a3
YMms

= T2~

Reale Planetenbahnen Aus Stérungen folgt eine Periheldrehung (nach
jedem Umlauf). Am Besten sieht man das am Beispiel des Merkurs. Dieser
unterliegt dem Einfluss anderer Planeten, welcher ca. 5,3 Bogensekunden
pro Jahr ausmacht. Dazu kommen noch relativistische Effekte (Allgemeine
Relativitétstheorie) mit 0,4 Bogensekunden pro Jahr, was also insgesamt
zu einer Periheldrehung von 5,7 Bogensekunden pro Jahr fiihrt.
3-Korper-Problem
e 9 Freiheitsgrade, aber nur ]3, E, F sind erhalten (7 ErhaltungsgroBen)

e Theorem von Bruns (1887): Es existieren keine weiteren Erhaltungsgroen,
die algebraische Funktionen von 7, p’sind.

= 3 Korper Problem ist nicht integrabel

= Klassisches Chaos

4.5 Der Virialsatz

Definition 9 Der zeitliche Mittelwert einer beschrinkten Funktion f(t) ist

)= tim = [

T—=00 T Jo
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Fiir periodische Bewegung gilt:

_ :lp /0 " bt

mit der Periodendauer 7.
Betrachten nun N Teilchen:

d = -
2T = Zmzr = pm—dt(zpiﬁ>_

= 2T) = hm - pzn |O+Z 7V, V)

T—00 T

N

:0

N
= A= Y VW)
i=1
Virial (Clausius)
Fir N =1 und V(r) = ar™ folgt:

) = (700 = 0 = ()
(1) = (V)

E=(E) = (G+D{V)

=V = 2—|2—n ) >_2Zn

Beispiel

1. harmonischer Oszillator, n = 2

2. Kepler-Problem, n = -1, £ <0

(T) = —5(V), (V) = 2E

4.6 Streuung

4.6.1 Definition des Wirkungsquerschnitts

e Streuproblem: b als Stoparameter, 6 als Streuwinkel

N

>

i=1

ol
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e Rotationssymmetrie beziiglich ¢. (Bild siehe Flielbach)
e cindeutiger Zusammenhang: § = 6(b).

e Bruchteil 27bdb der Teilchen wird in Fliche abgelenkt:
27 R sin 6(Rd0) (4.11)

bzw. in Raumwinkel d€) = 27 sin #df abgelenkt.

e Strahl einfallender Teilchen mit Stromdichte

, Anzahl der einfallenden Teilchen AN,
j=

Zeit mal Fliche - AtAA
Teilchenstrom durch df2:
A(0)
At
e Definition 10 (Differentieller Wirkungsquerschnitt) Streuquerschnitt
18t:
do AA]X—d(g) _ Teilchenstrom pro df) (4.12)
dQ°  j  einfallende Stromdichte '
e 92 hat Einheit Fliche (,Querschnitt”)
e Totaler Wirkungsquerschnitt:
do . : :
o = / de : Flache, an der Teilchen effektiv getrennt werden
T do
= 2 df sin 0 —
™ /0 sin -2

4.6.2 Berechnung des Wirkungsquerschnitts

e Annahmen:

— Streuung der Projektilteilchen maximal an einem Target
— Keine Wechselwirkung zwischen Projektilen

= Zwei-Korper-Problem

e Stoflparameter und Drehimpuls:

I =musb=V2mED (4.13)
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e cinfallender Strom zwischen b und b + db ist gleich dem Strom zwischen 6

und do: 0
j2mbldb| = j2m sin9|d0|—

Also gleich Teilchen durch Zeit. Im Allgemeinen ist db

dung von Betragen:
do b(8) |db(6‘) |
dQ  sinf do
Anderung des Bahnvektors von ¢(r = 00) bis ¢(7m:) - siche (4.6)):

dr’

Yo = l/ .
P 72 \/2m(E —V() - L&

e Streuwinkel:
6(b) =m — 2@0

2/ b2
Tmin /r-n/ I /2

4.6.3 Rutherfordscher Streuquerschnitt

Streuung von a-Teilchen (z; = 2) an Atomkernen einer Goldfolie (2o = 79):

o 1 2zy29€2
V = —— =
(r) r  dmey 7
Bahnkurve: Hyperbel
[2 2Eb
M:—1—ecos<,0,|p|:—,e: I1+(—)2>1
T Jrired «

Tmin D€l Ppin = T, 7 = 00 bel cos e = —<.

¥o = |(Pmin - 9000| = |7T - 9000|

1 1
COS Py = COS | T — Poo| = — COS Yoo = cE——
Lt (222
2FEb 1
sin® pg = 1 — cos® py = tan gy = Wa% = 5(”‘9) = b(0) = %Cot—

:>9:{0’ b— o0

m, b—0

< 0, daher Verwen-

(4.14)

(4.15)
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db_Jo| 1 6
— = ———— sinf = 2sin — cos -
)~ 2Esin?¢’” S %)

Rutherfordsche Streuformel (1911):

d 2 1
:>_0:(Z1226 2.40
ds) 16meg )’ sin 5

Bemerkung

1. Streuformel basiert auf Atommodell, das von sehr kleinen, positiv geladenen
Kern ausgeht (1913 experimtell verifiziert)

2. Klassisches Ergebnis stimmt mit den Quantenmechanischen fiir %—Potential
iiberein (Gliicklicher Zufall)

3. Totaler Streuquerschnitt:

i 1
0:27r/7rd981n9d—0~/ d@cosg — 5 — 0
0 s 0 31n3§

e Divergenz bei § = 0(b — 00), da 1-Potential langreichtweitig ist (Teil-
chen mit groflen b werden stets gestreut)

e Im Experiment ist Coulomb-Potential durch Elektronen abgeschirmt,
also ist o endlich.

4.6.4 Schwerpunkts- und Laborsystem

Beobachtungen werden im Allgemeinen im Laborsystem gemacht, wéahrend die
Berechnungen einfacher im Schwerpunktsystem sind.

— m]_Fl + mQ’Fg
R=—7—"—"""-"=0
M

Ziel Bestimmung der Zusammenhinge zwischen 6 und 6y, g—g und g‘%z. Verwen-
den dazu Impulserhaltung vor und nach dem Stof. Energieerhaltung bei elasti-
schen Stoflen, das heifit Stofiprozessen, bei denen mechanische Energie erhalten
bleibt, das heifit nicht in andere Formen (Deformationsenergie, Anregungsener-
gie) umgesetzt wird. Laborsystem vor dem Stof:

m1171 + mgl_fg

ﬁl:mlﬁl,ﬁQ:mQUQ,P:ﬁl+ﬁ2:MV7V: Wi

Schwerpunktsystem vor dem Stof:

—

Tio=0—V = —(th — ) = —70, rs = m¥

=
E
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- - > my - m o, -
Uy =T —V = ——(Uh — 1) = ——0, oy = —m¥
M mo
mit m = "2, ¥ = U — v, = Impulse vor Stol entgegengesetzt gleich

= Impulse nach Stofl entgegengesetzt gleich

Elastischer Stof3 Relativgeschwindigkeit v vor und nach Stof gleich - Richtung
aber veradndert.

ma my
— . - - . —
= V) = 77 V0 V2s = — 77080
Laborsystem nach elastischem Stof:
mo = my =
U = —véy+ V, Uy = ——wvey + V
M M
Impulse:
m = m =
— — — —
Py = mvey + — P, py, = —muey + —P
mo ma

In der Geometrische Darstellung kann C' {iberall auf dem Kreis liegen. Zur Be-
achtung eines wichtigen Sonderfalles: Target ruht vy = 0, v; = v:

m = m — —
= —P = —myu; = mu;
my my

= B liegt auf Kreis.

Beziehung zwischen Streuwinkeln 6, und 6

DC mw; sin 0,
tand = = —
AD g U1 + MUy COS 0,
sin @
tand = o 2
s 1 cOs 0,

Bei my; < mo = 0 & 6,. Streuquerschnitt:

d_a B %dﬁ N d_a _ dog sinf, db,
dQ  dQ, " T dQ dQs sind do
Also folgt fiir zum Beispiel m; = m,,V = -2 = 0 = %S:

do (212262)2 cosf
dQ " 8meE ’ sint6




Kapitel 5

Der starre Korper

e hinreichend grofler Abstand
= System erscheint als Massenpunkt

e kleiner Abstand: Ausdehnung merklich

5.1 Kinematik

e Starrer Korper: System von N Massepunkten (Typisch: N = 10%3) mit
festen Absténden

e Zwangsbedingungen |7} — 7| = const.
e Freiheitsgrade: f = 3N — M Zwangsbedingungen.

e jeder weitere Massenpunkt wird durch die Vorgabe von 3 Absténden fixiert.
Also N - N+1,M — M+3 fiir N > 3 gilt somit also: f =3N—-M =6 ~
Starrer Korper.

e Analoge Uberlegung: Lage des starren Korpers gegeben durch:

1. Lage des Schwerpunktes (3 Freiheitsgrade)
2. Orientierung relativ zum Inertialsystem (3 Freitheitsgrade), da:

— 2 Freiheitsgrade fiir z-Achse (2 Winkel)
— 1 Freiheitsgrad fiir y-Achse

(Parametrisierung durch Eulerwinkel)

e Nomenklatur Ortsfestes Inertialsystem: S, 7. Korperfestes Koordinaten-
system: S, 77, welches im Allgemeinen kein Intertialsystem ist.

Fult) = R(t) +17,(¢) (5.1)

o6
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e Theorem von Euler Die allgemeine Bewegung eines starren Korpers lésst
sich zu jedem Zeitpunkt in eine Translationsbewegung des Aufpunktes A(t)
und eine Drehung um eine momentane Drehachse &(t) durch A zerlegen.

d d~ d

d - .
~m o= 7 == B 2
dtT" dtR+ dtr” dtR—l—w X T (5.2)

Da (§7)1s = (47 ks + & x 7, (siehe ([2.53)) und (%) ks = 0 gilt.

e Aufpunkt A muss nicht der Schwerpunkt sein.

Beispiel Rollender Zylinder
Wir untersuchen die Bewegung von A(t):

1. momentaner Drehpunkt A:
Fn:RA+CD)X7::IA:C_U’X7:;7A
2. momentaner Drehpunkt B:
N = — — — — —
Th=Rp+d X7, p=0dx (TaB + 7, 5)
Allgemein gilt (5.2)):
i . . -, . .
Ry+baxr,, = Rp+dpXr,p=
= — — — — —
= Rp+dp X (7, 4 —7Tap) = s =dp
= RA:RB—QXFA,B

w unabhéngig vonWahl von $’.

5.2 Tragheitstensor

5.2.1 Dehimpuls

L = g MpTr X Ty
n

il
Il

S (R ox Bt Box i+ 7 x B4 7 x 7))
M = Zmn,Mﬁs = Zmnfn = Zmn(ﬁ—i—ﬂ) = J\/[ﬁ—i—ZmnFZ1

L = MﬁxﬁJrMﬁx(ﬁs—ﬁ)—kM(ﬁs—ﬁ)xﬁ%—Zmnﬁxﬁl
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Wiihle R = R,:

[ = MR, x R+ X (@ x 5.3
q Xn:m X (@ % ) (5.3)
L, - )

Mit L, als Drehimpuls des Schwerpunktes beziiglich des Ursprungs S und L als
Drehimpuls des starren Korpers beziiglich seines Schwerpunktes.

Dyadisches Produkt (Tensorprodukt) Schreibe:
a(be) = (@o b)e

::I
In Koordinatenschreibweise:
ai(bici + bacy + bscs) aiby aiby abs 1
ag(blcl + bgCQ + 6303) = CLle (Igbg a2b3 Co
ag(blcl + bQCQ + bgcg) a361 a362 Cl3b3 C3
=:G@ob=T

T ist eine Dyade oder Tensor 2. Stufe.
- E = Sl = o)

=L =00,L; = Zﬁwwj, i Zmn F20ij — T (5.4)

Bemerkungen

1. @ heifit Tragheitstensor
2. 0;; = 0;; = Symmetrischer Tensor 2. Stufe mit 6 unabhéngigen Elementen

3. Hauptdiagonalelemente (611,092, 033) heiflen Trdagheitsmomente. Nichtdia-
gonalelemente heiflen Deviationsmomente.

4. ITm Allgemeinen: L’ nicht parallel zu &.

Ubergang zru kontinuirlichen Massenverteilung

m, — dm(7) = o(F)dV
M:ZmneM:/dm:/ o(P)dV
n |4 |4
0i; = / o(F)(r?dij — wyx)dV

\%
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5.2.2 Beispiel: Tragheitstensor eines homogenen Kreiszy-

linders

z = peosp,y = psing, oF) = —5r
Das Volumen im Kreiszylinder ist integrierbar in Kugelkoordinaten mit:
dV = pdpdpdz
Somit folgt fiir die Tragheitsmomente:

R M s
O = d d d
1 /g 2/0 pp/o e A R )

P2 g2=g2 g2 22 g2

M
= / pd,o/ dpp?® sin g0+—L2—

— —R2 LQ
T 12
O22 = 911
L R 27 R
2 M 2M M
Os5 = d d d ‘) =0 Ydp = — R’
p
L R 27
M 1
Oy = —/_2 dz/o pdp/o dg07TR—2ny,xy:p2 sin p cos ¢ = §p2 sin(2¢p)
=0, = 0
L R 2m
P M
013 = —/Ldz/o pdp/o dSOTFR—ZL x  z=0
2 p Cos p
vl E+5 o 0
0 = 5 0 4L 0
0 0 R?

6 ist diagonal da Koordinaten System den Symmetrieachsen entspricht.

5.2.3 Kinetische Energie

T=; Zmn Tn, T —RA+7“ —lMﬁA—i—ﬁAZmnﬁl—i——Zmn?g

. - Ra =0
R m,, =0 falls ¢ 24 it
Qﬂj { Ry =R,

3
3

Wihle R4 = R,. Damit folgt mit (5.2):

T_EMR + = Zmnw

l
ﬁ«L
\_/
[N}
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Alternativ mit ([5.3)):

Tror = %zﬂ:mnmw X ) = %;mnw(ﬁ x i) = %QE’
Damit folgt aus :
Ty = %a_@ (5.5)
1 1 4 1
Trot = 5 Zwié’ijwj =T = §MR§ + 3 Z 0;jwiw;
ij i.j

Bemerkungen

1. 0 diagonal = T, = 20;w? entspricht also $ Mv?.
2. w; sind die korperfesten Komponenten von &

3. Potentielle Energie:
V() = V(R,) +"VV(F) + ... ~ V(R,)
falls |[VV (R,)|d < V(R,).

5.2.4 Steinerscher Satz

Oft ist es bequemer, 6;; beziiglich Bezugssystem zu berechnen dessen Ursprung
nicht im Schwerpunkt liegt.

Sei nun @ = B4 — R, und Hfjp Komponenten von 6 beziiglich des Schwerpunktes.
Dann gilt fiir die Komponenten von 6 beziiglich des Aufpunktes A im um A
verschiedenen Koordinatensystem:

05 = 057 + M(6;@ — aiay)

Bemerkung
03, = 077 + M(a3 + a3)
entspricht der Form (von elementaren Lehrbiichern)

04 = 057 + Ma?

Beispiel (Fortsetzung) Bewegung von A(t) ~~ kinetische Energie:

1.

; 64 1 1 M
Ri=0=T=T., = 7@)2 = 5(9513 + Mr?)w?* = 595Pw2 + T(wT)Q

. M . (95P M QSP
Bo=wr=T= 3R+ 5w = (o) 4+ 5o



KAPITEL 5. DER STARRE KORPER 61

Schlussfolgerung Falls momentane oder permanten Drehachse bekannt, dann
wihle A auf Drehachse. Beim freien starren Koérper ist es giinstig den Schwer-
punkt als Ursprung zu wihlen.

5.2.5 Hauptachsentransformation

1.

2.

=

0 ist reell-symmetrisch: 8;; = 0;
¢;; sind abhéngig von der Orientierung des Korpersfesten Systems S’

Kann durch Hauptachsentransformation auf Diagonalgestalt 8” gebracht
werden. Das heifit es existiert eine orthogonale Matrix O mit:

0" = 07100

Entspricht Ubergang auf Koordinatensystem entlang der Haupttrigheits-
achsen (Hauptachsen).

0;: Eigenwerte, repréisentieren Eigenschaften des starren Kropers, dhnlich
wie seine Masse.

. Bestimme 0; aus det(6 — 6;1,,)) =0

. Alle 6; > 0, denn zum Beispiel:

b =0 =Y mu(F = (2,1)") >0

0
Falls & || Hauptachse, zum Beispiel & = | 0
=g O =g
=L=0Ps=| 0 |=1L|&
93&)

Bei symmetrischen Kérpern (zum Beispiel Quader) fallen die Hauptachsen
mit den Symmetrieachsen zusammen.

Unterscheide:

(a) 6; = 0y = 03: Kugelkreisel

(b) 61 = 0y # 03: symmetrischer Kreisel (z.B. Zylinder) ~~ rotationssym-
metrischer Korper

(¢c) 6 # 05 # 03: Dreiachsiger Kreisel (Hauptachsen eindeutig)
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5.3 Die Eulerschen Gleichungen

Bewegungsgleichungen des starren Korpers

5.3.1 Herleitung
Summe aller Kréfte (siehe (2.2))):

F© = P = MR (5.6)

Summe aller dufleren Drehmomente:
N
= Z x F©) (5.7)

Bemerkungen

1. Die inneren Krifte fithren (mit Zwangsbedingungen) beim starren Korper
zu konstanten Absténden

2. Der Drehimpulssatz 1} gilt auch wenn sich L und M auf den im Allge-
meinen beschleunigten Schwerpunkt des Korpers beziehen (siehe Kuypers,
Kapitel 11.4).

3. Wihle als Bezugspunkt von L entweder

e den festen Unterstiitzungspunkt eines Kreisels (3 Freiheitsgrade der
Rotation) oder den
e Schwerpunkt des Korpers (zusétzlich 3 Freiheitsgrade der Translation),

aber (5.6) und (5.7) sind entkoppelt - betrachte (5.7)).
Es gilt weiterhin (siehe (5.2.1))):

L= (05) (5.8)
9 (g5) = 1 (5.9)

L0,& unabhéngig vom Koordinatensystem definiert. Nach 1) gilt im Inertial-
system, in dem jedoch die Komponenten von 6 und & zeitabhéngig sind:

i,j 1]

Soe
> i b €(t) o€(t) fiir kérperfestes Koordinatensystem 5"

g — { >0 (t) - eff oel® fiir raumfestes Inertialsystem S
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mit (d—f)jg = (fl—f)KS + & x v folgt aus 1}
d }

<£Q&)KS +d x (00) =M (5.10)
Sei nun das korperfeste System ein Hauptachsensystem:
91 0 0 w1 (t) . M1 (t)
0=1 0 6, 0 |,8(t)=| waolt) | ,M(t)=| Ms(t)
0 0 6 ws(t) Ms(t)

Mit (5.10) folgt nun:

91@1 + (93 - 92)&]2(4)3 = M1 (511)
Oowg + (01 — O3)wiws = My
92w3 + ((92 — 91)&11&)2 = M3

Die sogenannten Fulersche Gleichungen.

Bemerkungen

1. Differentialgleichungen fiir Winkelgeschwindigkeit im Hauptachsensystem.

2. Vorteil: 6; fest - Nachteil: M;(t) zeitabhingig im Korperfesten System

5.4 Der freie Kreisel

e Kreisel (im weiteren Sinne): Rotierender, starrer Korper, der sich nicht (wie
ein Maschinenteil) um eine raumfeste Achse dreht.

e freier Kreisel: Kreisel mit M = 0, zum Beispiel frei fallender Korper mit

Ursprung vom Koordinatensystem im Schwerpunkt.

5.4.1 Stationire Losung
Losung der Euler-Gleichung 1} fiir M = 0 mit w = const.:

(03 - 92)&)2&]3 == 07 ((91 - 03)&)1&)3 == 0, (92 - 91)&)1&)2 =0 (512)
Sei 61 # 63 # 63 dann folgt aus ((5.12):
w1 = W) = const.,wy = wz =0 (5.13)

Dies ist eine Losung - analoge Losungen erhélt man durch Vertauschung der
Komponenten. Im Inertialsystem gilt:

M =0= L =const.,L = 0w = 0,)¢,
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Somit folgt, dass die Hauptachse €] konstante ist im Inertialsystem, da & =

(w9,0,0).

= gleichférmige Rotation um die Hauptachse, die konsante Richtung im Raum

hat.
Keine Allgemeine Losung: Folgt aus speziellen Anfangsbedingungen.

5.4.2 Stabilitit der Stationiren Losung
e (5.12)) erlaubt 3 Losungen, von denen nur 2 Losungen stabil sind.

e Betrachten kleinere Abweichungen uvon Losung ((5.13)):

0 0 0
w1 R W, w K wy,ws K wy

e Vernachléssige in Fulergleichungen Terme, die in kleinen Termem ws,ws

quadratisch sind:

0 = 6w+ (93 — 62)(.4)20)3 = 0~ 01w = w = w? (514)
= 92@2 + (01 - (93)(4)1(4)3 (515)
= ‘93(,2}3 + (82 - Gl)wlwg (516)

Damit folgt aus (5.15)):
0= 02(..(.}2 + (91 - 93)&](1)(,:)3
In Gleichung (/5.16)) eingesetzt ergibt das:

(01— 03)(01 — 09)
05

92(:(.)2 (w?)zwg =0

Analog fiir ws.

(01— 05)(61 — 62)
05

:>@2+DWQ:O,Q3+D(U3:O,D= (w?)Q

2 Moglichkeiten

e 1. Stabile Oszillation um & = (w?,0,0):

91 > 92, 63, 61 < 92, 93 =D>0=> W2’3(t) = a3 COS(\/Et + w2,3)

2. Instabilitdt der Rotation um Achse des mittleren Tragheitsmomentes,
da kleinere Abweichungen exponentiell anwachsen:

(92 < 91 < (93, 93 < 91 < 92 =D<0= w273(t) = (127367 7Dt+b273€ —bt



KAPITEL 5. DER STARRE KORPER 65

5.4.3 Freier symmetrischer Kreisel
6, = 0 # 05 - betrachte Allgemeine Rotation - aus ((5.11)) folgt:

= 0wy + (83 — 91)w2w3 = 0
91@2 + (01 - 93)0)1@3 =0

03&)3 + (91 — 91)0«)1&)2 = 0= W3(t) = wg
=>w —Qwy, = 0=0; —Quy =0
wo + le = 0= wy = —le
6y — 03
Q = o WS
= W + Q2w1 = 0
= wi(t) = aosin(Q + 1)
1
wo(t) = 5&)1 (t) = ag cos(Qt + )
ws(t) = wd
v = arctan(a—%),u72 = aj+ (w3)* = const.
w

3

= & rotiert auf Polkegel mit Winkelgeschwindigkeit €2 um Figurenachse (Sym-
metrieachse des symmetrischen Kreisels) in Korperfesten System.
= Prézession

Beispiel Erde als freier Kreisel

e Niherung: Erde starr, freie Eigenrotation

e Erde ist an Polen abgeplattet: 6, = 0y # 03
01 — 03 1 1 27
N = QR ———
01 300 i 300 1d
= Periode fiir Erdrotation: &~ 300 Tage.

5.4.4 'Tragheitsellipsoid

e Im Hauptachsensystem:

01wy
L= QH = QQCUQ
03(.(}3

e Energieellipsoid:

1
T = 5(91(,&}% + 92&)3 + 93w§)

= [ 1| Trigheitsellipsoid im Punkt & (Tangentialebene)



KAPITEL 5. DER STARRE KORPER 66

— Symmetrischer Kreisel = Rotationsellipsoid = E,cﬁ,éz in gleicher
Ebene

— Lénge des Lots auf Tangentialebene gegeben durch L& = 2T = const..

= Tangentialebene ist invariante Ebene, wiahrend &(t) (relativ zum Ellip-
soid) und das Ellipsoid selbst sich beide bewegen
= Ellipsoid rollt auf invarianter Ebene: siche Konstruktion von Poinsot.

5.5 Die Eulerschen Winkel

5.5.1 Definition

Die Eulerschen Gleichungen bestimmen nur @(t) im Koérperfesten System; die
Eulerschen Winkel geben die Orientierung des Korperfesten Systems (und damit
des Korpers) im Inertialsystem an.

Ubergang vom Inertialsystem zum Korperfesten System mit Hilfe von 3 Drehun-
gen.

Bemerkungen

1. ¢ und 9 durchlaufen 0 bis 27. ¥ geht von 0 bis .

2. Die Reihenfolge der Drehung darf nicht vertauscht werden, da Verkniipfun-
gen vonendlichen Drehungen nicht kommutativ sind.

3. ¢ und v geben die Lage der z-Achse des Korperfesten Systems im Inertial-
system an. psi: Eigendrehung um z.

5.5.2 Zusammenhang zwischen w; und Eulerwinkel

Schreibe: & = &, + Wy + Wy Projeziere &, +dy + dy, auf das Korperfeste System,
um w; zu erhalten.

1. &y Im Inertialsystem (x1,41,21) bzw. (2,9,2 = z) ist d, = (0,0, ¢). Ko-
ordinatendarstellung von &, im Korperfesten System (z,y, 2):

cosy siny 0 1 0 0 0 Y siny sin
Wy, =| —siny cosy 0 0 cos? sind 0 | = ¢sinycos?d
0 0 1 0 —sind cost O pcosv

2. &y: In (T,7,%) ist Gy = (9,0,0). Gy im Kérperfesten System (z,y, z) ist:

costy siny 0 J cos i)
Wy = —siny cosy 0 0 | = —siny?d
0 0 1 0 0
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3. Wy: In Korperfesten System (z,v, z) ist &y = (0, 0, )

= Insgesamt in Korperfesten System:

w1 sin ¥ sin Y + cos .
= | wy | = sindcostpp — sin v}
w3 cos v + 9

Einsetzen in Eulergleichungen liefert die Bewegungsgleichungen fiir ¢, 4,1 (wich-
tig fiir Kreiseltheorie).

5.5.3 Bestimmung der Eulerwinkel fiir den freien symme-
trischen Kreisel

Freier Kreisel: M = 0 = L = const.
Lege Inertialsystem so, dass L = Lé.,.

sin ¢ sin
é,, im Korperfesten System: | cos sinv
cos
L im Kérperfesten System:
sin 1) sin ¥ 01w, agfy sin(Qt + 1)
L | cossind | = | bows | = | aobh cos(Qt + 1)
cos ¥ O5ws w30

wil3 = ¥ =1y = const.
aobq sin(Qt + ZZJ()) = ¢(t) = Q(t) + ’QD()

sin ¢ aofy
cosd 0 Yo = @
Wy = sinﬁsinwgb—i-comp\?%/
=0
N _ ao Sin Y _ :£:w )
sintdgsiny  sindy 6y pra
= p(t) = sinﬁot+ ©o

= Bewegung (¢(t),9(t), 9 (t)) im Inertialsystem mit ¢: Winkel zwischen Figuren-
und z;-Achse (Inertialsystem)
¢: Drehung der Figurenachse um z;-Achse (regulére Prizession)

v: Drehung des Kérpers (also vom Kérperfesten System) um Figurenachse (siehe
B.43)).
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68
= & liegt in Bildebene é,,,é..
0 L
wsym = Wi —Wpri COS U, Wprd =
Py 1
03
0, — 03
= Wsym = 9 wg =
3

5.6 Kreisel im Schwerefeld

Beispiele:

1. Rotierende Erde im Gravitationsfeld von Sonne und Mond

2. (Kinder)-Kreisel (unterstiitzter Kreisel im homogenenen Schwerefeld)
3. Levitron

Vorgehensweise zur Losung der Bewegungsgleichungen des schweren Krei-
sels

Lagrange-Formalismus 2. Art

1
L=T.,;—-V= EJ(QQ) -V

Verwendung von Eulerwinkeln

Interpretation: L=M

Kreiselbewegung aufgrund von dynamischer Stabilisierung
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Kleine Schwingungen

Ein Freiheitsgrad - z.B. 2-atomiges Molekiil. Uber Taylorentwicklung in Ruhelage
(Potentialminimum) erhélt man:

oV 10%V
V(T) = V(TO) + W |7‘:7”0 (7" - To) + 5% |7~:7nO (r — 7"0)2
Durch einsetzen von x =r —rg, k = %27‘2/ lr—r, kommt man auf:

Vi(z) =V(rg) + %kﬁ

= Kleinere Schwingungen um Gleichgewichtslage sind harmonisch.
Wichtiges Beispiel: Schwingungen von Kristallgittern was zu Eigenschwingungen
von Systemen mit vielen Freiheitsgraden fiihrt.

6.1 Erzwungene Schwingungen

6.1.1 Bewegungsgleichungen

e Betrachte zusétzliche Storung V,,.(r, ) (Zum Beispiel: Molekiil im Potential
eines Laserfeldes).

oV oV
‘/e:r:t(ra t) = ‘/ext(rmt) + W ‘7"0 (T - TO) = _f(t)xa f(t) = W ’ro
~ AuBere Kraft
e Lagrange-Funktion fiir kleinere Schwingungen:
_maa ko i wte — L —JE
L= 5 57 —|—f(t)x:>x+w0x—mf(t),wo.— -
e Verallgemeinerung auf Reibung:
t
i+ 2\i + wpr = /) (6.1)
m

69
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6.1.2 Allgemeine Losung

Betrachten zunéichst f(t) = f, = const.

z(t) = R[X(t)], X komplex
Realteil von Losung von

X 420X + w2X = %ew (6.2)
Ist identisch mit Losung von . Allgemeine Losung von ((6.2)):

X(t) = Xnom(t) + Xpare(t)
Als homogene und partikulire (spezielle) Losung mit:

Xhom + 22X hom + W Xpom = 0

Expontentialansatz:

Xpom(t) = Ce ™ C € C,(6.2) = —v* — 2\ +wi =0

Vig = —Miww%—)@ = —’l)\:l:wo

1. wog> A
= wy €R

= Xpom(t) = R{CMFT0) = e MR{C (cos wot F isinwyt) = A,
Xiom(t) = Ay sin(wot)e™ + Ay cos(wot)e ™ < Ae™ cos(wot + a)

= geddmpfte periodische Bewegung

2. wop < A
= v = —iA, vy = —iA(A, A2 > 0)
= Xpom(t) = Ae™ ' + Be !
3. Wy = A
Konstruiere:
€_>\t+iw0t o e—)\t—iwot
y = Jwo — 0=y = e (2it)
Wo

= Xpom(t) = (A+ Bt)e ™
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Partikulidre Losung

fw W
Kpare(t) = = x(w)e ' (6.3)
it x(@) = g (6.4
A W —w? + 20w '
X(w) heiBt auch dynamische Suszeptibelitit.
() Auslenkung
XA Kraft
= Allgemeine Losung (fiir A < wy):
z(t) = R{Ce M Fiwol 1 %X(w)em} (6.5)
6.1.3 Diskussion
Betrachte f(t) = f,e™ A < wy
w2 — w? — 2w ,
Al _ 0 _ 16 (w)
: _ 1
mit ‘X(w>| - \/(W(Q)_w2)2+(2)\w)2
9% 2 \w
Allgemeine Losung:
(6.5) = x(t) = Ae ™ cos(wy + ) + %lx(w)\ cos(wt + d(w))
A, a sind durch Anfangsbedingungen gegeben. Fiir ¢ > %:
x(t) = B(w) cos(wt + d(w)), B(w) = Jo X(w) (6.7)

m

Erzwungene Schwingung im eingeschwungenen Zustand.
Maximum von B(w)liegt bei wyes = y/wi — 2A? (Resonanzfrequenz - welche aus
der Ableitung von B(w) folgt.)

1. w = 0: statischer Antrieb

Jo

= B(0) = =%5.56(0) = 0

= Auslenkung B in Richtung der Kraft f,
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2. w <K wy
= tand(w) ~ §(w) = —2¢ = Losung x(¢) hinkt ctwas f(¢) hinterher.

3. w=uwy

= d(wp) = —g = x(t) ~ cos(w — g)
Ist auBer Phase mit f(¢) ~ coswt.

4. w> [O%)
= tand(w) &~ 2 — 0
= 0(w) — —m = Schwingung ist gegenldufig.

Fall schwacher Dampfung: \ < wy

2)\2 A2
= Wreg = Wo 1——2%(#0——

) 1 1

IX(@)l” = (wo — w)?(wo + w)? + 4X\2w? ~ 4wi((wo — w)? + A?)

Uber lw — wo| K wy = w = wy erhiilt man diese Lorentz-Kurve.

6.2 Fourierentwicklung

Notwendig fiir Konstruktion der Losung der Schwingungsgleichung fiir beliebigen
Antrieb f(t).

6.2.1 Fourierreihen

e In Physik und Technik treten héufig (zeit-)periodische Funktionen auf,
£t) = f(t+).
e Daher als Ansatz fiir f(t) = f(t+T):

o
=5 z:: a,, cos(nwt) + by, sin(nwt)) (6.8)

Mit den Fourierkoeffizienten a,,, b,. Bestimmung der a,, b,,(n, m € N):

/ F(t)dt = 07 = a = /OTf@)dt
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o Mit

T T
T
/ sin(nwt) sin(mwt)dt = / cos(nwt) cos(mwt)dt = Eénm
0 0

und

T
/ sin(nwt) cos(mwt)dt = 0
0

folgt aus :

/Tf(t) cos(mwt)dt = iangénm = gam
0 n=1
=y = 2 /Tf(t) cos(mwt)dt (6.9)
m — T : .
T
= by = % /0 F(¢) sin(met)dt (6.10)

e Wann ist Fourierentwicklung méglich?

Satz von Dirichlet Sei

Lof(t)=ft+1T)
2. T kann in endlich viele Zeitintervalle zerlegt werden, in denen f(t)
monoton und stetig ist

3. An den Unstetigkeitsstellen existieren links und rechtsseitige Grenz-
werte

= die Fourierreihe (6.8)-(6.10) fiir f(¢) konvergiert und ist gleich

1. f(t) an Stetigkeitsstellen

2. 1(f(t; = 0) — f(t; + 0)) an Unstetigkeitsstellen ¢; (dabei bezeichnet
—0, 40 die Unstetigkeit von links bzw. rechts)

Bemerkungen

1. Fir gerade (f(t) = f(—t)) (ungerade(f(t) = —f(—t))) Funktionen ist b, =
0 (a, = 0).

2. Zerlegung von f(t) in Grundschwingungen mit Frequenz w und Oberschwin-
gungen (wm). Das fiihrt zu Fourierzerlegung bzw. Fourieranalyse, d.h. An-

wendung von und (6.10]) auf f(¢).
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3. Mit et = cos(nwt) + i sin(nwt) folgt:

0o a, — iby, n>0
f(t) — Z Cne mwt — _/ f —znwtdt ao n=>0
n=—00 a_p +1b_, n<0

(6.11)

6.2.2 Fourier-Integrale

T/2
T: 27T Z / znwt t/)dt

n=-—o00 T/2
Fiir T — oo ist f(t) nicht langer periodisch und die Frequenzen nw = ”%’T riicken
dichter zusammen. Ersetze: w — Aw = 2;
e 00
lim g(nAw)Aw = / g(w)dw
Aw—0 oo
n=—00

_ L L T ittt gy
;»f(t)_m/ dwm/mf(t)e dt

fit) = Jﬁ/ dw f(w)e™ (6.12)
flw) = E / e (6.13)

f(w): Fourier-Transformierte von f; gilt auch fiir nichtperiodische Funktionen.

6.3 Schwingungen mit beliebigen Antrieb
Losungen von i + 2% + wir = % fiir beliebiges f:

2(t) = Thom(t) + xpart(t)

Tpart (t) = \/%/ dw—x( )el! (6.14)
Probe:

.. . w d2 d tw
Fpart + 2AEpart + WoTpare = E/ dw? X (w )(ﬁ + 2)\dt +uwp)et =

W)e‘wt _ @

= duw 2 ot
\/27r/oowm m
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Rezept
1. Berechne f(w) fiir gegebenes f(t).
2. Berechne Integral (6.14])

6.3.1 Harmonische Schwingungen eines Systems von Mas-
sepunkten

Berechnung von Schwingungen fiir kleine Auslenkungen um stabile Ruhelagen
mit dem Ziel die kollektiven Eigenschwingungen zu bestimmen.

6.3.2 Eigenfrequenzen und Eigenschwingungen

System gekoppelter Teilchen mit f Freiheitsgraden.

V=V(g, .., q)

Stabiles Gleichgewicht: ¢; = ¢?
Kleine Auslenkungen: ¢; = ¢ + z;

f
oV
= Vg, ....qr) = V() ..., q%) + — |0z +
! \_1:6_]: 22:1:32.’/ % Z 8q8q

=0 — V”

Die Nullsummen ergeben sich durch Minimum (1. Ableitung ist Null) und durch
die freie Wahl des Nullpunktes.

1
= V(zy,...,x5) = 3 Z Vijrixs; Vig = Vi

3,j=1

Dadurch ergibt sich fiir die kinetische Energie (homogen quadratisch in ¢;):

:%Z ity Tiy = Ty

1,j=1

f
1
L:T—V:QZ(T Tk — Vi)

4,7=1

Somit ergibt sich eine Formel fiir die Bewegungsgleichungen:

Mx

T3+ Vije;) =0,(i =1, ..., f) (6.15)

]=1
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e T;;,Vi; koppeln die Freiheitsgrade, die sich dadurch gegenseitig beeinflussen.

e System von f linearen homogenen Differentialgleichungen 2. Ordnung mit
Koeffizienten die Konstant sind.

e e-Ansatz:
zi(t) = caje™" (6.16)
f
6.15) = (Vij — w’Tyj)a; =0 (6.17)
j=1

Homogenes lineares Gleichungssystem fiir f Unbekannte a;.
= nicht triviale Losung, falls fiir f x f-Determinante gilt:

det(V — w?T) =0

= f Losungen w?, w3, ..., wj% im Allgemeinen komplex. Falls w? negativ reell
ist der komplex folgt wy, = ++/w? oder wy = —y/w? hat Imaginérteil.
= et divergiert - stabile Minima folgt fiir alle w? > 0 und reell.

Fiir w? > 0 gibt es positive und negative wy. Wegen R{(A+iB) exp(Fiwt)} =
Acoswt F Bsinwt geniigt es wy > 0 zu betrachten.

Falls w? = 0 = Schwingungsgleichungen iy, + wizy = 7, = 0.

xk(t) =1+ Cgt

Zu jedem wy, existiert eine spezielle Losung (6.16))
zik(t) = R{crajpe™*"'}

xj;heift Eigenmode bzw. Eigenschwingung

Die Eigenvektoren aj = (ai, ..., as) sind aus (6.17) zu bestimmen.

6.3.3 Beispiel: 2 gekoppelte Oszillatoren

k k k
T = 2(# +3),V = 5ol + 523 + S(wa — 21)” = k(a} + 3 - 212)

Bewegungsgleichungen:
may + 2kxy — kxy =0
m[i'g + 2]{?1'2 - k’iCl =0

Wihle Exponentialansatz: z; = caje™"

N 2k — mw? —k a\ (0
—k 2k — mw? a, )]\ 0
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det(V2T) = 0 = (2k — mw?)? — k* = m*w?* — 4mkw® + 3k* = 0
k k

= w% = —,w% =3—

m m

1. Eigenschwingung: w; = \/g

(4 ) (E)-()mmms-()

Das System schwingt also im sogenannten Gleichtakt.

3k
m

—]{? —k aq . 0 N _ :>_, .
—k —k as = 0 a; = —ag Ay =

Das System schwingt also im sogenannten Gegentakt.

2. Eigenschwingung: wy =

QMJ
3
VR
-
—_
~~_

6.3.4 Normalkoordinaten

Gleichung ((6.17)) entspricht einem Eigenwertproblem:
Va, = wildy,

Wahle nun:

Verallgemeinerte Orthogonalitétsrelation:
@), = S

Allgemeine Losung von (6.17)) ist eine Linearkombination von Eigenvektoren day:

f f
F(t) = R{) _ cpiipe™ '} =Y by cos(wit — 6x)d (6.18)
k=1 k=1

Komplexe Koeffizienten ¢, bzw. reelle Koeffizienten by, d; festgelegt durch 2f
Anfangsbedingungen.

Bewegung x;(t) im Allgemeinen nicht periodisch, da die wj, nicht kommensurabel,
das heifit 2 # % (m,n € N) sind.

Fiithre Normalkoordinaten Q)

f
Z(t) = Z Qray
=1
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ein, die mit wy periodisch sind:

Qk = bk cos(wk — 5k)

= 2L = fIve’cx — Vi =
= E (Qr arLay Qr — Qrdy Vi Q) =
~—— =~
kK 5 o7
kk’ wilag

= D (QF —«{Q7)

k

= Qi(t) + WiQr(t) =0 (6.19)
= Entkoppelte Bewegung fiir ).

Beispiel (6.3.3)) Allgemeine Losung:

( 28 > - \/%(bl cos(wrt + 01) ( ' ) + by cos(wst — 5) < B >)

Normalkoordinaten:

() = (Q1<)+Q2<t>>
(Q1<> Q2(1))

Qi) = \/@m +2). Qi) = \[ 201~ )

(02 = 1) = 5 (@3 + 03— A Q3 - 0Y)

= 014 wQ = 0,0, +wiQy =0

1. Eigenschwingung: w = wy, 21 = 9 = @y ==
2. Eigenschwingung: w = wy, 11 = —29 = ()1 =0

i) (t) =

ﬁ\ ﬁ\

m k
L= E(i’% + i3) — 5(1’% + 23) —

[N

6.4 Kontinuirliche Systeme

6.4.1 Die schwingende Saite

(transversale Bewegung)
Annahmen: m; = m, k; = ko, lo: Ruhelénge der Feder, Potential:

= S BT (Br e o)
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Kleine Auslenkungen:

ko L — Pn
On—p1 < 1=V = 32(”‘% o) ~ const A0 Z 2 (pn—bn-1)*
(vernachléssige Terme 4. Ordnung)

Nur fiir [ > [y gibt es harmonischen Anteil, das heifit die Saite muss vorgespannt
sein.

Bewegungsgleichung (lineare Massendichte ¢ = 7, Vorspannkraft K = ko(l—1lo)):

- K K

me; + T(@ — ¢i1) — T(¢i+l —¢;) =0

. K
00 — l—g(¢i—1 — @i+ i1 — i) =0

Kontinuumslimes (I — 0,m — 0,0 = 5 = const.):
do 102
61— 8(r), Guar — B 1), 6(x + %) — ola) = £ 21+ T2 4 OF)
82
= hm( (¢z — Qi+ Giy1 — &) = 8x(§

Somit folgt die Saltenglelchung, also die eindimensionale Wellengleichung:

:>(182_82 k
2o a2\ 0

6.4.2 Losung der Wellengleichung
Neue Variablen £ = x — ct,n = x + ct mit

1 1
ng(er??)?t:%(??—f)

0 Ox 0 od 1 0 10
6~ ocor " ogor 2\or  cor’
0 0z 3 9, 1(2 L1 1 3)
on (‘3778:1: 87]81& 2°0x cOt
0 0
= a—ga—nqﬁ(&n) =
Somit folgt, dass die Allgemeine Losung ¢(&,1) = f(&)+g(n) = f(x—ct)+g(z+

ct). Also kann man sagen, dass f(z — ct) nach rechts lduft mit Geschwindigkeit
¢, wiahrend g(z + ct) nach links lduft mit Geschwindigkeit c.
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Harmonische Schwingungen: ¢(x,t) = e/**=%% L: Wellenzahl, w: Kreisfrequenz -
Saitengleichung:

w2

—g+k2—0:>w = k* = w(k) = c|k|

Dispersionsrelation in 3 Dimensionen:

1 02 02 02 02
(Z3p —E@JF@JF@)W( 1) =0

A

Losung ergibt eine ebene Welle mit ¢(7,t) = ihr—wt) () = c|k|.

Bewegung der Saite (eindimensional) fiir Anfangsbedingungen ¢(z, 0), o(x, 0) iiber
Fourierentwicklung;:

¢(I, t) — \/% /oo dk(qg—’—(k)ei(k:c-‘rwt) + Qg_(k)ei(k:c—wt))

m/ B)+ b (k))e

$a0) = = [ dkelbl(Gy () + 6 (e

\/ﬂ/ dzxo(x,0)e

(k) — b (k) = EW / drd(z, 0)e~
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Der Hamilton-Formalismus

Riickblick Lagrange-Gleichungen (fiir holonome Zwangskriifte):

d oL 0L
— — =0,L=T-V 7.1
Verallgemeinerter Impuls:
o oL (72)
S |

7.1 Legendre-Transformation

Ubergang von Lagrange zum Hamilton-Formalismus durch Ersetzung der verall-
gemeinerten Geschwindigkeit durch den verallgemeinerten Impuls.

{Qi7 Qia t} - {inpiv t}

Beispiel
2
2 m 2m
Wéhle nun:.
oL 2
Lz;(m—l—c)Qé%:m(x'—i—c):p:h:Zp—m

= Die Transformation ist nicht eindeutig umgekehrbar!
In der geometrischen Betrachtung ist p die Steigung des Graphen (der Funktion)

L(z).
Die Funktion A(p) ist durch die Steigung p = % nicht eindeutig vorgegeben.
Daher wird ein besseres Verfahren genutzt:

H(%) = pi — L() = H(p)

81
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Allgemeiner:

H(q,p,t sz% g,p,t) — L(g,4(q,p, 1), 1) (7.3)

heifit Hamilton-Funktion.
Hgeht durch Legendre-Transformation aus L hervor. Falls H nicht explizit zeitabhéngig,

dann folgt aus (3.6.2)):

d
—H =0
dt
Beispiel
L 2 2 2
m. p 2 P p p
L=—i2i=="=H=pir— —i?2=L 2 _ 2
g ¥ ~ P T T om T 2m
2.
L:@(x'+c)2:>x':g—c:H:p(ﬁ—c)—ﬁ:p—Q—cp
2 m m 2m  2m

7.2 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Bilde aus (7.3)):
OH ) . , . d¢; 0L 94,
a. = a_ 1Yi\Y, - L ) 7t = + ) - . =
o ap,ﬁ‘ pidi(q,p) — L(q, ¢, 1)) = Gk E (p oo 00 3pk)

oL 8% .
B Qk+z aQZ O —

OH _ 9 . 04; oL g
dae O (Q_pids = La. 4.1 Zplaqk aqk Z 04; 0qr
oL oL d¢ 4oL
- __+Z(i_aqi)6Qk_ dt Og, Pr

=0

Hamiltonsche Bewegungsgleichungen:

8H oH

q; = apl ;= —8—%,2 = 17 ,f (74)
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Bemerkungen
1. Gleichung (7.4]) definiert Hamiltonsche Systeme.

2. System von 2f (gekoppelten) Differentialgleichungen 1. Ordnung, dquiva-
lent zu f Lagrange Gleichungen (Differentialgleichungen 2. Ordnung).

3. Der Raum der 2f ¢; und p; heiit Phasenraum; die Dynamik des Systems ist

eindeutig beschrieben durch Bahnen £(t) = (q1(¢), ..., qf(t), p1(t), ..., pr(t))
mit 2f Anfangswerten.

4. Bahnen im Phasenraum konnen sich nicht schneiden (im Gegensatz zu Bah-
nen im Konfigurationsraum (g, ..., ¢f)).

Beispiel (1): Harmonischer Oszillator

1 1 oL
T:%:&2,‘/:Emw2x2:>L:%$2—§mw2x2:>p:%:m:b
2 2 2
P p 1 2.2 __ P 1 2.2
=H=——-—"—+4— =— 4= =F
m 2m 2" om 2"
0H
:U:——E,'——a—H:—mwajjﬁzgz—wzx
dp m ox m
Phasenraum: )
p m o 2
L — E
o + 5 wx
Ellipsen fiir festes E.
Beispiel (2): Pendel
m 2 .92 2 .
Lz;l @ +mglcosp = p, :=p=ml"p
= H=pL —Tpg2_ng : z E
=p— — — — mgl cosp = — Mgl cos Y =
b5t 9 =5 9 @

Bei zeitunabhéngigen Problemen ist H = FE.

0H oOH
@:a_zi ‘_——:—mglsing0:><,b+%sing0:0
p

Phasenraum:
Pendel kann durchschwingen, wenn die Trajektorie im Phasenraum iiber der Linie
der Seperatrix angesetzt ist.
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7.3 Erweitertes Hamiltonsches Prinzip

Aus Kapitel (3.5 (Variation der ¢; entspricht 0):

t2 d oL 0L
08 =0 [ L(g,d,t)dt = —— - =
S /t1 (gis Gis 1) Oﬁdtaqi 9

Variation der Phasenraumkoordinaten fiihrt zum erweiterten Hamiltonschen Prin-

Z1p:
to f
i =1

L

Mit Koordinatenvariationen:

(0) @

&G =q; +an,p;=Dp; )+ a&i,mi(t1) = ni(tz) =0

" d 3 t2 3 0H  OH
S /t; do ( - Pigi ) /tl i (51% + bini a(h Ua apz gz)

t2 . oH d . oH
= / E (@ — 5—)& + —(pimi) —(pi + ni)dt =
7 \W_/

t
=pinily; =0

S =0
Wie in Gleichung ([7.4) folgt nun:

B OH . oH
B 8pi’pl B 0g;

= G

7.4 Poissonklammern

Definition 11

‘. afag of
R S SR ¥

heif$t Poisson-Klammer.
Es gilt:

1.
oH oH
"L' — fry 7:7H s .’L' —_ —

@ = G {ai, H},p

0 {p:, 4}
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{qi7Qj} - 07 {pmp]} = 07 {Cpr]} = 5ij

df af . of . of af
a:;(aqi%—i‘a—mm)“‘az{ﬁfl}"‘@

Konstanten der Bewegung Falls gilt:

df

dt—O:>0—{f,H}+a < {H, f}—

= f(q,p) ist Erhaltungsgrofie genau dann wenn {H, f} = E
= Mit Hilfe der Poisson-Klammern 1483t sich priifen, ob eine Funktion f Erhal-
tungsgrofle ist.

Beispiel

oH dH
W:Oé o ={H,H} =0= H = const.

Jacobi-Identitit (ohne Beweis)
{A4B,C}} +{B{C, A}} +{C,{A,B}} =0

Falls A, B ErhaltungsgroBen {H,A} = {H,B} = 0. = {H,{A,B}} = 0 =
{A, B} ist auch ErhaltungsgroBe.

7.5 Phasenraumfliisse: Liouville-Theorem
Zeitliche Entwicklung eines Volumens V' im Phasenraum:

T = (q17 - qdfyP1, 7pf)

—

f(Z,t, @)
/ —7d5 = /S fds = /V VfdE (7.5)

oH OH _oH _oH,
a ,...,apf, CL—

. 0*H 0*H
=V = Z 8@ zz 0q;0p; apia%’) =0

==V = H

1. Hamiltonsche Systeme

sl
I
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Liouville-Theorem =- Das Volumen V eines beliebigen Gebietes im Phasen-
raum bleibt konstant. Phasenraum Trajektorien schneiden sich nicht.
= Teilchen (Trajektorien) kénnen das Volumen nicht verlassen.

= Phasenraumdichte D = % = const.

D oD 9D
=—=D H+ — —=—{D H
= 0="p =D H+ 5= 50 =—{D.H}

2. Dissipative Systeme (offen im Austausch mit Umgebung - Systeme mit Rei-
bung)

Beispiel gedampfter Oszillator
j+7i+wig=0=>4=p

P = =P —wyq

av
75) = 2 = v

= Volumen V nimmt expontentiell ab. Diese Bewegung lauft auf einem
Attraktor (hier Fixpunkt) zu. Attraktoren miissen keine Fixpunkte sein,
z.B. seltsame Attraktoren:

Selbstéhnliche Gebilde mit komplitzierter geometrischer Struktur, gebro-
chener (fraktaler) Dimension D.

Beispiel getriebenes gedampftes Pendel

0 +~0 + w2 sin = A cos(wt)

7.6 Poincaré-Schnitte

Visualisierung von Phasenraumdynamik. Bei Konservativen Systemen mit 2 Frei-
heitsgraden ergibt das einen 4 dimensionalen Phasenraum:

1
H= %(pi +p))+V(z,y) = E=p,=py(2,y,p:, E)

= 3 unabhéngige Koordinaten.
Poincaré-Abbildung: P; — P, i-Diskretisierung der Dynamik.
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Bewegungstypen im Phasenraum
1. Periodische Bewegung — Fixpunkte in Poincaré-Abbildung

2. Quasiperiodische Bewegung, z.B. bei 2 Freiheitsgraden: Oszillator mit in-
kommensurablen Frequenzen wq, wo:

1 k
V = —m(wiz? + wiy?), d # —,kleN
2 %) )

Bewegung auf Torus (Donut). Also ist eine quasi-periodische Bewegung
nicht geschlossen.

3. Chaotische Bewegung
Phasenraumfiillende, ergodische Bewegung: jede Trajektorie kommt jedem
Phasenraumpunkt beliebig nahe.

7.7 Hamiltonsches Chaos

7.7.1 Vorbemerkungen

Beispiel Chaos beim Snookerspielen

e Deterministisches Chaos
Bewegung unterliegt festen physikalischen Gesetzen (z.B. den Hamilton-
schen Gleichungen), aber die Bewegung ist sensitiv von Anfangsbedingun-
gen.
= praktisch nicht fiir beliebige Zeiten vorhersehbar.

e Chaos # Zufall!
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