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Kapitel 1

Einfiihrung in die komplexe
Analysis

1.1 Die komplexen Zahlen

Definition 1.1.1 (Korper C, Definition nach Hamilton) Bezeichne mit C die Men-
ge aller geordneten, reellen Zahlenpaare (a,b), versehen mit den beiden Operationen
+:(a,b) + (c,4) (@a+cb+d),
-:(a,b)-(c,d) (ac — bd, bc + ad).

(C, +, ) ist ein Korper, genannt der Korper der komplexen Zahlen.

Bemerkungen

1. Die Abbildung @ : R — C, x = (x, 0) ist ein injektiver Homomorphismus.
Mittels @ lasst sich R in C einbetten. Identifikation: x € R mit (x,0) € C,
so ist R C C ein Unterkérper von C.

2. Im Gegensatz zu R kann C nicht angeordnet werden.

3. Setzen wir i := (0, 1), die imaginédre Einheit, so konnen wir schreiben:

z=(x,y) =x(1,0) +y(0,1) =x+1iy,

i?=-1. (1.1)
Zu z = x + 1y schreiben wir:
X = Re(z),
der Realteil von z.
y = Im(2),

der Imaginérteil von z.
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4. Durch die Identitdt > = —1 ist die Multiplikation in C eindeutig festgelegt,
denn es gilt:

(a + ib)(c + id) = ac + iad + ibc + i*bd = ac — bd + i(ad + bc)

5. Darstellung in der Gau’schen Zahlenebene mittels R?> Koordinatensy-
stem.

O

Definition und Bemerkung
1. Unter dem (Absolut-)Betrag einer komplexen Zahl z = x + iy verstehen

wir |z| = 4/x2 4+ y2. Der Betrag |z| ist somit der euklidische Abstand des
Punktes z = (x, y) vom Ursprung (0, 0). Elementare Eigenschaften sind:

|2z| = |zII2],
Iz + 2| < |z + |2].
Es gilt noch zusétzlich:
llzl = 2l < lz + 2] < Iz] + 2],
Fiir alle Gleichungen gilt: Vz,Z € C.

2. Die Zahl z := x —iy heifst die zu z = x + iy konjugiert komplexe Zahl. Man
sieht sofort:

=2t z z-1Z
- YT T
Auflerdem definiert die Abbildung z — z einem Homomorphismus auf

dem Ring (C, +, -), denn

Z+% = Z+72,
z2-2 = z-3, z,Z2€C
Weiter gilt:
zZ=2z.

Mit der Identitdt zZz = |z[?, (z € C) kénnen wir die Division zweier kom-
plexer Zahlen z, Z € C auf elegante Art darstellen:

2z zZ

roE_2
z 7z 12
Insbesondere gilt somit:
4 z
zZ =—-=—, Yz € C\{0}.
z |z
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3. Anstatt der Angabe von Real- und Imaginérteil (x, y) konnen wir eine
komplexe Zahl auch in Polarkoordinaten darstellen. Mit r := |z| und
X =rcos@,y =rsing ist

z=x+1y =r(cos@ + isin @) = |z|(cos ¢ + isin@).

Dabei ist das Argument ¢ von z nur bis auf ein ganzzahliges Vielfaches
von 21 bestimmt. Durch Einschrankung auf den Hauptwert 0 < ¢ < 27

wird die Polardarstellung fiir alle Zahlen z € C\{0} eindeutig.
Die Multiplikation zweier Zahlen z und w ist in Polardarstellung beson-

ders einfach. Mit z = |z|(cos ¢ + isin @) und w = |w|(cos ¢ + isin ) erhdlt
man

ZW |zl|w|(cos ¢ cos Y — sin @ sin Y + i(cos ¢ sin Y + cos Y sin @))

|z|lwl(cos(p + ) + isin(p + ).

Speziell gilt die Formel von de Moivre

z" = |z|"(cos(ngp) + isin(ng)). (1.2)

C als metrischer Raum Beztiglich der durch den Abstand | - | induzierten
Metrik d(z1,2,) = |z1 — 2o| in C ist (C, d) ein metrischer Raum. Es gelten also fiir
alle z1, 25,23 € C:

d(z1,22) =0 & z1 =12
d(z1,z2) = d(z2,21)
d(z1,z3) < d(z1,22) + d(22,23)

Somit konnen wir simtliche Begriffe des metrischen Raumes auch im Raum
der komplexen Zahlen verstehen.

Offene und abgeschlossene Mengen Wir definieren die Offene Kreisscheibe
mit Mittelpunkt z, Radius r.

B(z,r) =B,(z) ={Ce C:|C—z| <1}
und setzen speziell E := B(0, 1).

Definition 1.1.2

o U C C heifit offen, falls zu jedem z € U ein Radius r > 0 existiert, so dass
B(z,r) c U gilt.
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o A C C heift abgeschlossen, wenn das Komplement CA = C\A offen ist.

o Zu X C C setzen wir:
X = Uycx U = Vereinigung aller offenen Teilmengen von X - Inneres von X.

X = Naox A = Durchschnitt aller abgeschlossenen Obermengen von X - Ab-
schluss von X.
60X = X\X = Der Rand von X.

Konvergenz, Cauchy-Folgen, Vollstindigkeit

Definition 1.1.3

1. Eine Folge (z,)nen in C konvergiert gegen z € C, falls gilt: Zu jedem ¢ > 0
existiert N = N(¢) € IN, so dass |z, — z| < ¢ fiir alle n > N erfiillt ist.
Schreibweise:

z = lim z, oder z, "= z

n—-oo

2. Eine Folge (z,)nen heifit Cauchy-Folge, falls gilt: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein
N = N(¢) € N, so dass |z, — zu| < € fiir allem,n > N.
Bemerkungen

e Eine Folge (z,) in C konvergiert gegen z € C (bzw. ist Cauchy-Folge),
genau dann wenn die Folgen (Re(z,)) und (Im(z,)) gegen Re(z) bzw. Im(z)
konvergieren (bzw. wenn die Folgen (Re(z,)) und (Im(z,)) Cauchy Folgen
sind).

e Mitobiger Bemerkung sieht man sofort: Cist vollstindig, da R vollstandig
ist.

Zusammenhang in C

Definition 1.1.4

o Ein metrischer Raum X heifst zusammenhiingend, falls gilt: Sind A, B nichtleer,
offen in X mit AUB = X, soist ANB # 0.

o Eine beliebige Teilmenge Z C C heifSt zusammenhingend, falls Z als metrischer
Raum, versehen mit der induzierten Metrik, zusammenhingend ist.
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Bemerkung

e Aquivalent zur obigen Definition eines zusammenhangenden metrischen
Raumes ist die folgende Charakterisierung;:
Ist Y € X, Y offen und abgeschlossen in X, dannist Y = @ oder Y = X.

¢ InCkonnen wir zusammenhédngende Mengen auch mithilfe von Strecken-
ziigen charakterisieren.
Zu zwei Punkten z,w € Cist [z,w] := {tw+ (1 —1t)z : 0 < t < 1} die
Verbindungsstrecke von z und w. Als Streckenzug vona € Cnachb € C

bezeichnen wir die Menge
n
S=U[Zk,wk], z1 =4, Zks1 = Wk, w, =b, 1<k<n-1
k=1
O

Satz 1.1.5 Sei G offen in C. Dann gilt: G ist zusammenhiingend < Ya, b € G existiert
ein Streckenzug S C G, der a mit b verbindet.

Beweis Z.B.im Buch von Hans Bauer: Differential- und Integralrechnung.
O

Definition 1.1.6 Eine nichtleere, offene, zusammenhingende Teilmenge G C C heifSt
Gebiet.

Definition 1.1.7 (Zusammenhangskomponente) Eine Teilmenge D eines metri-
schen Raumes X heifit Zusammenhangskomponente von X falls gilt:

1. D ist zusammenhingend.

2. D c B ¢ X, B zusammenhiingend = D = B (d.h. D ist maximal!)

Bemerkungen

1. Jeder Punkt x € X eines metrischen Raumes liegt in einer Zusammen-
hangskomponente von X.

2. Verschiedene Zusammenhangskomponenten sind disjunkt.

3. Jeder metrische Raum zerféllt in Zusammenhangskomponenten.
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e In C gilt: Ist U C C offen, so sind die Zusammenhangskomponenten
von U auch offen in C.

e In R gilt mehr: Ist U C R offen, so sind die Zusammenhangskompo-
nenten von U offene Intervalle. U zerfallt also in hochstens abzdhlbar
viele paarweise disjunkte, offene Intervalle.

Kompaktheit
Definition 1.1.8 Eine Teilmenge K C X eines metrischer Raumes X heifSt kompakt,

wenn es zu jeder offenen Uberdeckung (U;)ie; von K eine endliche Teiliiberdeckung
(Uj)jej, ] € 1 endlich, existiert.

Die folgende Charakterisierung von kompakten Mengen in metrischen Rdum-
en ist recht niitzlich:

Satz 1.1.9 (Bolzano-Weierstrafl) K C X ist genau dann kompakt, wenn jede Folge
(x4)n in K eine in K konvergente Teilfolge besitzt. m|

Fiir unsere Zwecke noch niitzlicher, allerdings nicht in beliebigen metrischen
Raumen giiltig, ist der folgende Satz:

Satz 1.1.10 (Heine-Borel) K C C (oder R") ist genau dann kompakt, wenn K abge-
schlossen und beschriinkt ist.

Stetigkeit Da C metrischer Raum ist mit Metrik (d(z1,z2) = |z1 — z2[), konnen
wir die Begriffe Stetigkeit und gleichméafiige Stetigkeit von Funktionen f : C D
D — C ganz einfach wie im metrischen Raum definieren:

Sei D C C beliebig, f : D — C komplexwertige Funktion und z, € D.

Definition 1.1.11

1. f heifit stetiginzo € D, falls zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass
|f(z) = f(z0)| < € fiir alle z € D mit |z — zo| < 0 gilt.

2. f heif$t gleichmif$ig stetig auf D, falls zu jedem & > 0 ein & > O existiert, so dass
|f(z1) = f(z2)| < € fiir alle z1,z, € D und |z, — z,| < 6 gilt.

Satz 1.1.12 Ist D C C kompakt und f : D — C stetig, so ist f gleichmiifSig stetig.
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Betrachten wir Folgen von Funktionen, so treten in natiirlicher Weise verschie-
dene Konvergenzbegriffe auf, die wir in Zukunft noch benttigen werden.

Definition 1.1.13 Sei D C C beliebig, f, : D — C eine Folge von Funktionen auf D
und f : D — C.
1. (fu) heifit punktweise konvergent mit Grenzfunktion f, falls fiir jeden Punkt

zo € D gilt: Fiir alle € > 0 existiert ein N € IN, so dass |f,(z0) — f(z0)| < € fiir
allen > N gilt.

2. (fn) heifst gleichmiifSig konvergent mit Grenzfunktion f, falls zu jedem ¢ > 0 ein
N € N existiert, so dass |f,(z) — f(z)| < ¢ fiir allen > N und fiir alle z € D.

3. Seill C Coffen(f,), : U — Ceine Funktionenfolge: (f,) konvergiert lokal gleichmiifSig
(oder kompakt) gegen f : U — C, falls (f,) auf jeder kompakten Teilmenge K C U
gleichmiif$ig konvergiert.

Erwédhnenswert ist der folgende

Satz 1.1.14 Die Grenzfunktion f einer lokal gleichmif$ig konvergenten Folge (f,)
stetiger Funktionen f, : U — C ist stetig.

Beweis Wegen der gleichmifligen Konvergenz auf jeder kompakten Menge
ist f dort stetig, also auch auf U. O

Wir formulieren die Konvergenzbegriffe nunnoch speziell fiir Funktionenreihen.

Definition 1.1.15 Eine Reihe Y ", fi, fx : D — Ckonvergiert gleichmiifSig (lokal gleichmiifSig)

wenn die Folge der Partialsummen (s,), s, = Y.po fx gleichmiifSig (lokal gleichmiifig)
konvergiert.

Speziell in der Funktionentheorie benstigen wir den folgenden

Satz 1.1.16 (Majorantenkriterium von Weierstra8l) Sei (fx), f : D — C eine
Funktionenfolge, (My) eine Folge positiver Zahlen mit der Eigenschaft |fi(z)| <
My, ¥z € D, ¥k € IN. Konvergiert die Reihe Y -, M, so konvergiert die Reihe }.;_ fx
absolut und gleichmiif$ig.

Zum Beweis benttigen wir das Cauchy-Kriterium fiir gleichméfiige Konvergenz.

Notwendig und hinreichend fiir die gleichméfsige Konvergenz einer Funktio-
nenfolge (f,) gegen eine Funktion f ist die Bedingung:

Ye>0 AN € N, so dass |fu(z) = fu(z)l <&, Vmn>=N Yz € D.



KAPITEL 1. EINFUHRUNG IN DIE KOMPLEXE ANALYSIS 9

Beweis Absolute Konvergenz ist klar. Zur gleichméfiigen Konvergenz be-
merken wir:
Fiir allen,m > 0 und alle z € D gilt:

i:ﬁwfii:m&ﬂsjinh

k=m+1 k=m+1 k=m+1

Wegen Yo, My < oo gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € N mit },;_,,,, My < ¢ fiir
alle n,m > N. Somit gilt:

Zn: fi(2)

k=m+1

<e YzeD, Vnm>N

= (Cauchy-Kriterium, angewendet auf die Folge (s,) der Partialsummen)
Y i fi konvergiert gleichméafig. O

Definition 1.1.17 (normale Konvergenz) Eine Reihe Y, fx von Funktionen f; :
U — C (U offen in C) heifit normal konvergent, wenn die Reihe auf jeder kompakten

Teilmenge K C U eine konvegente Majorante besitzt.

Satz 1.1.18 (Kriterium von Weierstrafl) Normal Konvergenz = kompakte (lokal
gleichmiif$ige) Konvergenz. O

Bemerkung Die Umkehrung ,<" ist falsch.

Beispiel: Geometrische Reihe in C Aus der Analysis I kennen wir bereits
die geometrische Reihe ;7 ¢ fiir 4 € R und wissen: Die Reihe konvergiert fiir

lgl <1 und es gilt:

- 1

Z:f=i——lm<D

k=0
Fiir komplexe Zahlen z € C gilt:

AQ+z+22+..+21-2)=1-2""

und somit (endliche geometrische Reihe in C):

n 1 — g+l

k _ z
212— i E# 1),

k=0
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Da fiir |z] < 1 gilt [z|* — 0 bei n — oo folgt fiir |z| < 1 die Konvergenz der Reihe

- 1
k _
Zz = (<D

k=0

Es gilt aber viel mehr: Die geometrische Reihe Y ;7 z" konvergiert auf der
Einheitskreisscheibe [E normal, also insbesondere lokal gleichméfSig. Ferner
gilt:

1
k _
E Z_l—z’ (z € E).

k

o0

o

Beweis Wir weisen die lokale gleichméfiige Konvergenz nach. DazuseiK C E
kompakt. (B, (0,7))o<<1 ist eine offene Uberdeckung von K, es existiert eine
endliche Teiliiberdeckung von K; in unserem Fall eine einzige Kreisscheibe
B(0,0), 0 < o < 1 mit K ¢ B(0,0). Auf B(0,0) und damit auf K besitzt die
Reihe Y7, z" die konvergente Majorante };°, ¢!, somit ist die Reihe normal
konvergent. m|

Bemerkungen
¢ Die geometrische Reihe konvergiert nicht gleichmafSig auf IE.

e Zur normalen Konvergenz: Eine wichtige Rolle in der Analysis spielt
die Stabilitdt einer Reihe gegen Umordnung. Die normale Konvergenz
garantiert genau diese Umordnungsstabilitdt (im Gegensatz zur lokal
gleichmaéfiigen Konvergenz).

e Gegenbeispiel zu ,, <" im Kriterium von Weierstraf ist die Reihe:

> (—1f
;‘ z—k

,z € C\IN.

1.2 Holomorphe Funktionen

Wir werden in diesem Kapitel den Begritf der komplexen Diffezierbarkeit einfiithren.
Eine in einem Punkt zy € C holomorphe Funktion ist dann eine solche, die in
einer Umgebung von z, komplex differenzierbar ist. Wir werden feststellen,
dass ,komplex differenzierbar” starker ist als ,reell (total) differenzierbar”; um
,wieviel” starker wird uns erst im Laufe der Vorlesung klar werden.
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1.2.1 Differentation im Komplexen

Sei U C C offene Menge, f : U — C komplexwertige Funktion und z, € U ein
beliebiger Punkt. Analog zur Analysis auf der reellen Achse betrachten wir
nun den komplexen Differenzquotienten:

Z M, fiir z € U\{zo). (1.3)
zZ—2Zp

Wir stellen die Frage nach der Existenz des Limes dieser Funktion bei z — z.
Definition 1.2.1 (komplexe Differenzierbarkeit) f : U — C, U C C offen, heifit

in zy € U (komplex) differenzierbar, wenn der Grenzwert

F(z0) = tim LB =S

—Z Z—2

existiert. (Schreibweise oft: %(zo) statt f'(zo)). Ist f : U — C in jedem Punkt zy € U
(U offen in C) komplex differenzierbar, so heifst f holomorphe Funktion. O

Bemerkung Bereits deutet an, dass offenbar die Multiplikationsstruktur
in C ,verantwortlich” ist fiir die ,Stdrke” des Begriffes ,holomorph”. Im R?
(z = (x, y) aufgefasst als Punkt im R?) kénnen wir gar nicht hinschreiben!

O

Beispiele

1. f:C — C,z - z? ist holomorph auf C und es gilt f’(z) = 2z. Denn:

2 _ .2
. z) — J (2o . 212 . N

lim M = lim ——2 = limz + z9 = 2z, fiir alle zy € C.

Z—Z Z — ZO z—z0 Z — ZO z—2Z9

2. f:C — C,z > |z]* ist komplex differenzierbar in 0:

— £(0 2 =
limM:Iim I~ 0 :limgzlimsz.
z—0 z—0 z—0 z z—0 Z z—0

Aber: f ist nirgends holomorph, denn f ist in keinem anderen Punkt

aufier 0 komplex differenzierbar.
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Bemerkungen

¢ Eine Funktion heifst holomorph im Punkt z, € U, falls sie in einer Umge-

bung von z; komplex differenzierbar ist.

e Die Funktion aus Beispiel 2 ist in 0 komplex differenzierbar, aber nicht
holomorph.

e Komplex Differenzierbare Funktionen sind stetig, denn (z # z)

—0

—_—
f(z) = f(z)—;o)( —20) +f(20) = f(z0) beiz — z.

~— —
—>f’(ZQ)<oo

e Wie im Reellen gilt:

— Summen und Produkte holomorpher Funktionen f, g : U — C sind
holomorph.

— Ferner gilt
(f+8) =f+8.(fe) =g+ fg (Af) =Af'(A€Q).
Fiir g(z) # 0,z € U ist é holomorph auf U:

-5

Beispiele
e Fiir n € N beliebig gilt (z")" = nz"'.

e Jedes Polynom P,(z) = ap + 4z + ... + a,2" mit ay,...,a, € C,a, # 0 ist
holomorph auf C und es gilt:

P(z) = aj + 24z + ... + na,z" .

DP(z)

e Rationale Funktionen f(z) = REL

auf C\{z;|Q(z;) = 0}

P,Q Polynome in C, sind holomorph
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Wie im Reellen kénnen wir auch die komplexe Differenzierbarkeit anders cha-
rakterisieren. Es gilt der folgende

Satz 1.2.2 (Charakterisierung komplexer Differenzierbarkeit) Seill C C,z, €
U. Dann gilt:

L . ) dp : U — C, stetig in zy, mit
U — Cist komplex d bar
f U — Cist in zg komplex differenzierbar { F2) - Fz0) = (2~ z0)p(2) ¥z € U
Beweis
=" Setze

[@—f(z0)
p(2) :={ o v IR
f'zo) z=2

Dann gilt f(z) — f(z0) = (z — z0)p(2)Vz € U und lim,_,,, ¢(z) = lim,_,, fe- @)

1'(z0) = @(20), also ist ¢ in zj stetig. o
L& lim, f(ZZ g @) _ = lim,,,, ¢(z) = @(z0). Also ist f in zy komplex differen-

zierbar (und f’ (zo) ¢(20)).
|

Mit dieser Charakterisierung komplexer Differenzierbarkeit konnen wir
bequem die noch fehlende Differentiationsregel beweisen:

Satz 1.2.3 (Kettenregel) Seien f : U — C, g : V — C holomorph, U,V offen in C
und g(V) € U. Dann ist auch

fog:V—-C,zm f(g(z)
holomorph und es gilt:

(fog) =(fogyg.

Beweis Seiz; € V,wy = g(z). Da f in wy differenzierbar ist folgt, dass eine in
wy stetige Funktion ¢ : U — C existiert mit f(w) — f(wy) = (w —wp)p(w)Vw € U.
Ferner gilt p(wo) = f'(wp). Somit folgt:

f(8(2)) ~ f(8(z0)) _ 8() — g( Zo)

Z— 2y zZ—

P(8(z0), Yz € V\iz)

Damit folgt:

i LD S _

(f o g)(z0) = p— im (M

(()))
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— 1im £ 778G 1 o(0(2) = ¢/ (z0) () = £'(z0)f (2(20))

Z—20 zZ—2p Z—20

§'(zo0) @(wo)

1.2.2 Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Zu U c Coffen, zp € U und f : U — C betrachten wir den Differentialquotien-
ten (h € C)

flzo + h})l — f(z0) (1.4)

f(z0) = }E}%
etwas genauer. Wir spalten f in Real- und Imaginarteil auf. f(z) = u(z)+iv(z)
mit u = Re(f) und v = Im(f), auBlerdem zy = xo + iyo, h = t + is.
Nun schreiben wir den Differentialquotienten fiir verschiedene Richtungen
aus. Setzen wir s = 0 so erhalten wir

u(zo + t) + iv(zp + t) — (u(zo) + iv(zo))

fa) = i |
+ t/ - 7 . + t/ - 7
zlmﬂ@o Yo) M%yw+dmy&o Yo) — v(Xo0, Yo)
t—0 t t—0 t
Ju

= (x0, Yo) + 1 (xo, Yo)-

Setzen wir andererseits ¢ = 0, so ergibt sich:

u(zo + is) + iv(zg + is) — (u(zo) + iv(zp))

f'(z0) = 11113 P
- Lm v(xo0, Yo + 5) — v(xo, Yo) _ilim u(xo, Yo + ) — u(xo, Yo)
s—>0 S s—0 S
c?
= _(XO/ Yo) — = (xo, Yo)-
Ay
Setzen wir

df _odu .dv df du  .dv
g = g +1 ax ay ay + 13_]/’ (15)

dann folgt aus den obigen Rechnungen offensichtlich

af vy _:9f
f'@)= f2) = —1@(2), (1.6)
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tiir jeden Punkt z € U einer holomorphen Funktion f : U — C. Auflerdem
gilt: Ist f komplex differenzierbar in z € U, so existieren auch die partiel-
len Ableitungen von u = Ref und v = Imf im Punkt z und es gelten die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

u dv du dv
50=5,0  5.0=-50 (17)

Angenommen u = Re(f) und v = Im(f) besitzen stetige Ableitungen 2.
Ordnung (dies ist fiir jede holomorphe Funktion erfiillt, wie wir spéter noch
sehen werden), dann gilt

A= Lo 0 (o) 9 (du) 0 (dv) 9 Jv)_,
S ox2 Jy2 ox\odx) dy\dy) ox\ay] ay\ ox)
Eine analoge Rechnung fiir den Imaginérteil v = Im(f), somit Av = 0. Damit
erhalten wir aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen:

Folgerung 1 Ist f = u +iv : U — C holomorph, so sind Realteil u und
Imaginarteil v harmonisch auf U, das heifst sie erfiillen die Laplace-Gleichung

Au=0,Av=0auf U

Folgerung 2 Sei U C C offen und zusammenhéngend (also ein Gebiet), f :
U — C holomorph. Dann gilt:

f'=0 = f = const.

Beweis Mit f' = 2 +i% =0 = % = 0,% = 0. Die Cauchy-Riemannschen

Differentialgleichungen ergeben somit:

@ =0, &_u =0.
dy dy
Also hat man
= U = const, v = const,

und somit f = const auf U. Riickrichtung ist trivial.
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1.2.3 Unterschied zwischen reeller und komplexer Differen-
zierbarkeit

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen deuten bereits an, dass
komplexe Differenzierbarkeit viel mehr sein muss als reelle Differenzierbar-
keit (aufgefasst als Funktion von R? nach IR?). Dies wollen wir jetzt nochmal
genauer betrachten.

Identifizieren wir C mit R?,z = x + iy = (x, y), es 148t sich jede R-Lineare
(d.h. L(Az) = AL(z) fir alle z € C, und alle A € R) Abbildung L : C — C mit

Hilfe einer Matrix A = ( Z Z ),a, b,c,d € R darstellen, also
()=
y cdj\y
Insbesondere ist
1 . ) 0 .
L(l):L(O):a+zc, L(z):L(l):b+zd. (1.8)

Damit die Abbildung L C-Linear ist (d.h. L(Az) = AL(z) Vz € C, YA € R),
muss mehr gelten, ndmlich:

Li)=LA-i)=i-LQ)eb+id=ila+ic)=-c+ia=b=—-cunda =d.

Sind umgekehrt diese Bedingungen erfiillt, so ist L C-Linear. Gezeigt ist
somit das folgende

Lemma 1.2.4 Fiir eine Matrix A = ( i Z ) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Die durch A dargestellte Abbildung L : C — C ist C-linear.
2. Esgilt:c=-b,d =a.

Bemerkung Sind fiir die Matrix A = ( i Z ) die Bedingungen ¢ = —b,d = a

[E)0)-(e5e)

(ax —cy) + i(cx + ay) = (a + ic)(x + 1y).

erfiillt, so gilt (mit z = x + iy):
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Das heifst L(z) = (a + ic)z (Multiplikation mit einer komplexen Zahl!).
O

Wir erinnern uns an den Begriff der totalen Differenzierbarkeit im R? (bzw.

R”, Analysis II): Sei U c R? offen, f : U - R*,zp € U, f = ( Z ) heifdt in zy =

( ;0 ) reell total differenzierbar, wenn es eine R-lineare Abbildung L : R?> - RR?
0

gibt, so dass
o+ ) = fla) ~ Lkl _
=0 ||l
gilt. Die komplexe Schreibweise dazu ist dann
|f(z0 + 1) = f(z0) — Lh|
=0,
h—0 |h|
was dquivalent ist zu
+h) - —Lh
lim f(zo + 1) = f(z0) 0.

h—0 h

Satz 1.2.5 Sei U C C offen, f : U — C,zy € U. Aquivalent sind die folgenden
Aussagen:

1. fist in zg komplex differenzierbar.

2. f ist in zq reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen:

ou v u du
a(z) = 8_y(z)’ 8_y(z) = —a(z)-

Beweis (1) = (2) Ist f in zy komplex differenzierbar so gilt

y f(zo +h) — f(z0) — f'(z0)h
im
70 h

also mit L = f’(zo). Somitist f reell differenzierbar und die darstellende
lineare Abbildung L ist C-linear. Da L gegeben ist durch die Jacobi-Matrix:

a—M(Zo) a—u(zo)
—| ox dy
4 ( 2(z) 2(z0) ]

folgen aus dem Lemma und der C-Linearitdt die Cauchy-Riemannschen Dif-
ferentialgleichungen:

=0,
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u dv Ju du
a(z) = a_y(z)’ (9_]/(2) = —g(z)-

(2) = (1) Nach Voraussetzung gilt mit einer R-linearen Abbildung
L : C — C, die aufgrund der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
C-linear ist. L hat also die Gestalt

L = (3 +i 2o

~—— —

mit gilt also:
lim flzo + 1) — f(z0) — (£(z0) + 1% (z0))h 0.
h—0 h
Somit existiert
. flzo+h)—f(zo) du v
bim I = o0 +ig o),

d.h. f ist in zy komplex differenzierbar.

1.2.4 Die komplexe Exponentialfunktion

Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir noch einen Blick auf eine der wichtig-
sten holomorphen Funktionen — die komplexe Exponentialfunktion — werfen.
Dazu versuchen wir die reelle Exponentialfunktion mit ihren Eigenschaften
holomorph auf die komplexe Ebene C fortzusetzen. Wir erinnern uns an die
Exponentialfunktion auf R: Die Funktion exp : R — R, x +— ¢* hat die
folgenden Eigenschaften

(1.) exp ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems y" =y, y(0) = 1.
(2.) exp gentigt der Funktionalgleichung: f(x1 + x2) = f(x1) f(x2) Vx1, %2 € R.
(3.) exp besitzt die auf R konvergente Taylorentwicklung

k

exp(x) = Z %, xeR.

k=0
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Nun iibertragen wir dies auf die komplexe Ebene und beginnen mit (T}):
Gesucht ist eine holomorphe Funktion f : C — C mit f'(z) = f(z)¥z € C und
f(0) = 1. Sei f = u + iv. Da f holomorph = f” = 2 +i2. Die Bedingung f’ = f
liefert
ou =1 und % =vauf C.

ox ox
Also

u(x, y) = A(y)e*, v(x, y) = B(y)e*.

Beachten wir die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, so muss
gelten:

d d
a_i - a_; & Ay)e' = B'(y)e* & A(y) = B'(y) (1.9)
aT/l _ av AI X B X A/ e B 1 10

und (1.10) ergeben A = —B’ = —A”,also A+ A” = 0, aulerdem A(0) = 1
(denn wir fordern u(0,0) = 1) und A’(0) = —B(0) = 0 (da v(0,0) = 0 gefordert
ist). Somit folgt:

A(y) = cosy und B(y) = —A’(y) = siny.
Es liegt nahe, die komplexe Exponentialfunktion zu definieren als
exp:C— C,z- e :=¢'(cosy +isiny),z =x+1y. (1.11)
Dann gelten folgende Eigenschaften:

(0.) e z ¢*ist holomorph auf C.
e ¢ stimmt auf R mit der reellen Exponentialfunktion tiberein.

o |7 = eR® > 0 = ¢* besitzt in C keine Nullstellen.
(1) L= =¢%,¢" =
(2.) et = e5e22, 21,2y € C

(3.) & = Yl 7{—k, konvergiert auf ganz C absolut, gleichméafig auf allen kom-
pakten Teilmengen U C C (also normal konvergent)
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Beweis

(01) ist klar (mit Herleitung).

(1}) ist klar (mit Herleitung), Alternativ:
d Z

— —i(e" )+ii(e" iny) =e* +ie*siny = ¢
7€ = 5 (e cosy) +io(e'siny) =" cosy y=é.

(@) Wir betrachten die holomorphe Hilfsunktion (auf C): g(z) := e*2 7%,
Es gilt:

Q' (z) = =" + 177 = 0 auf C = g = const,
2(z) = g(0) = ¢, also 1772 7%" = 1722 vz e C.
Zu zeigen bleibt (3}):

f(z) = Yilo% Z hat die konvergente Majorante Y-, 'Zl, = e auf C. Also folgt mit
dem Kriterlum von Weierstrafs die absolute und lokal gleichméfiige Konver-
genz.

Etwas spiter werden wir zeigen, dass f holomorph ist und daher gliedweise
differenziert werden darf (Potenzreihe!), also:

.W)Z ()Zwl Zw4®

Auflerdem gilt somit f(0) = 1. Wegen Eindeutigkeit des Anfangswertpro-
blems folgt
fz) =¢€ Vz e C.

Bemerkungen
1. exp : C — Cist periodisch. Es gilt: e#2™ = ¢*,¥z € C, k € Z.

2. Mit Hilfe der Exponentialfunktion kénnen wir Sinus und Kosinus defi-
nieren:

1, . , 1 . ,
Cosz := E(eZZ +e7”), sinz := 2—1,(612 —e ).

Damit sind sin z, cos z holomorph auf C und sie stimmen auf R mit sin x
und cos x iiberein.
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3. Beachte: cos z, sin z sind auf C nicht beschrankt!
Es gilt fir y € R:

1 1
cos(iy) = E(e_y +eY) = coshy, sin(iy) = Z—i(e_y —eY) =isinhy.
Weiter
¢” =cosz+isinz,e? =cosp +isinp, VY eR.

Dies ist die Formel von Euler.

4. Mit Hilfe der Formel von Euler lassen sich sofort die Additionstheoreme
fiir sin und cos einsehen:
Fiir z, w € C gilt

¢EH0) = % = (cosz + isinz)(cos w + i sinw)

COSZCoswW — sinzsinw + i(sinz cos w + cos z sin w)

und

—i(z+w) e %7 = (cos z — i sinz)(cos w — i sin w)

COSzCosSw — sinzsinw — i(sinz cos w + cos z sin w)

Addition bzw. Subtraktion der beiden Gleichungen liefert

cos(w+2z) = coswcosz—sinwsinz
sin(w +z) = sinwcosz+ coswsinz.

5. Fiir die Ableitungen von cos, sin erhalten wir:

d . d .
7 sinz = cos z, 7 cosz = —sinz. (1.12)
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1.3 Komplexe Integration

Definition 1.3.1 1. Unter einem parametrisierten Weg in C versteht man eine
stetige Abbilung y : [a,b] — C (hiufig bezeichnet mit z = z(t)),a <t < b. y
heifst stetig differenzierbar parametrisierter Weg, falls Ry(t) und 3y(t) stetig
differenzierbar sind.

2. Zwei stetig differenzierbar parametrisierte Wege y1 : [a,b] — C,y, : [c,d] = C
heiflen dquivalent, falls es eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion ¢ :
[c,d] — [a,b] gibt mit ¢’ > 0 und y, = y1 0 @.

3. Ein stetig differenzierbarer Weg ist eine Aquivalenzklasse stetig differenzierbarer
Wege.

4. Zu einem stetig differenzierbaren Weg W, parametrisiert durch y(t),a <t < b
heift y(a) Anfangspunkt und y(b) Endpunkt.
lwl| := {y(t) : a < t < b} heifst Triger von W. W heift geschlossen falls Anfangs-
punkt gleich dem Endpunkt ist.

5. Ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg W ist ein n-Tupel stetig differen-
zierbarer Wege Wi(k — 1, ...,n) mit Endpunkt w, =Anfangspunkt Wi(k =
1,..,n-1).

O
Definition 1.3.2 (Komplexe Integration) Sei W stetig differenzierbarer Weg, pa-

rametrisiert durch y(t) = z(t) = x(t) + iy(t), f : |IW| — C eine stetige Funktion. Wir
definieren das komplexe Kurvenintegral von f lings des Weges W durch

b
I = f FO@) it = fw f(2)dz, (1.13)

mit a,b als Anfangs-bzw. Endpunkt des Weges, y(t) = % + i%.

Bemerkung [ ist wohldefiniert, denn I ist unabhingig von der Parametri-
sierung. Sei 7(1),c < T < d eine zweite Aquivalente Parametrisierung, somit
existiert ¢ : [a,b] — [c,d] stetig differenzierbar mit y(¢p(7)) = 7(1),c < 7 < d.
Mit Kettenregel d%(y((p(’c))) = y(p(1))p(t) folgt:

b d
f fy@®)ydt = f fye@)(e(0)p(r)dt = f f(0)y(n)dr
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Beispiele

1. Sei f(z) = z2, W; =Weg parametrisiert durch z(t) = t,-1 <t < 1.

1 2
2
fz2dt:ft2dt=t—ll_1=—
, TR TS

Sei W, parametrisiert durch z(t) = ¢™,0 < t < 7.

T T 2
f Z22dz = —if A=t pi(m=t g4 — —if Py = =
Wa 0 0 3

2. Sei f(z) = (z - zo)", k € Z,zy € C (fiir negative k definiert man auf C\{z}).
Wihle als Weg die Kreislinie C mit Mittelpunkt zo und Radius > 0. Dann

gilt
e [0 k#-1
fC(Z_ZO) dz‘{zm', k=-1

Beweis Waihle Parametrisierung y(t) = zp + r¢”,0 < t < 2m. Dann gilt:
y(t) = rie" und somit:

270 ‘ ‘ 27 '
f(z _ Zo)de — f rkelktreltdt — ii’k+1 f ezt(k+1)dt —
C 0 0

27T
ir1 f (cos(k + 1)t + isin(k + 1)t)dt =
0

27 21
ir"“(f cos(k + 1)tdt + if sin(k + 1)tdt) = { 20'~ Ili f _1
0 0 o

TU,

O

Bemerkungen

1. Das Integral aus Beispiel (2) spielt eine zentrale Rolle in der Funktionen-
theorie, wie wir spater noch sehen werden.

2. Fir stiickweise stetig differenzierbare Wege W = (W, ..., W,,) setzt man

fwf(z)dz ::Z‘fwf f(z)dz (1.14)
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3. Das komplexe Integral besitzt die folgende elementare Eigenschaften:

(a) C-Linearitat: Fiir beliebige a,b € C, f, g : [W| — C gilt:

fw(af(z) + bg(z))dz = aﬁvf(z)dz + bfwg(z)dz (1.15)

(b) Sei W = (W;, W,) mit Endpunkt W; =Anfangspunkt W,: Mit der
Schreibweise W = W; + W, gilt dann

f fdz = fdz + fdz. (1.16)
Wi+W, Wy Wa
(c) Bezeichnet—W den entgegengesetzten durchlaufenen Weg (das heifst

ist W parametrisiert y(t),a < t < b), so ist =W parametrisiert durch
t = y((a—1t)+Db),so gilt:

wadz = —ﬁvfdz (1.17)

O

Weiterer Begriff: Reelles Kurvenintegral. Sei dazu W parametrisiert durch
y(t),a <t <b,y(t) = x(t) +iy(t) und u : [IW| — R stetige reelle Funktion. Wir
setzen:

b
f u(@)ldz] = f U OBt (1.18)
W a

Auch dieses Integral ist parametrisierungsunabhéngig. Fiir u = 1 erhalten

WIr
fwleI = fab \J22(t) + 2(t)dt = L.

Also die L die Lange des Weges W. Es gilt die wichtige Abschdtzung fiir
f 1 |W| = C stetig:

| fw @) < fw flld (1.19)
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Beweis Seiy(t),a <t < beine Parametrisierung von W. Wir setzen I := fw fdz
und g(t) := f(y(t))y(t),a < t < b. Dann gilt

I=11¢"°, 6 €[0,2n)
und somit folgt direkt

b b
I = Ie? = e_ief g(t)dt :f e_igg(t)dt =
b ‘ ’ - ‘
= f Re(e P¢(t))dt + i f Im(e" g(t))dt
a 0 S————e

11

Es muss II = 0 sein, da |I| reell ist. Da Re(e™¢(t)) < [e9g(t)| = |g(t)] folgt
b b
1< [ lg@ldt = [T entiedt = [ |flldz)

O

Satz 1.3.3 Sei U C C offen, f, : U — C eine Folge stetiger Funktionen, die lokal
gleichmiif$ig gegen eine (stetige) Funktion f konvergiert, und W ein stiickweise stetiger
Weg in U. Dann gilt

lim | f.dz= f fdz (1.20)
= Jw w

Beweis Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass W stetig
differenzierbar ist, y(t),a < t < b Parametrisierung von W. Da |W| kompakt ist,
konvergiert f, auf |IW| gleichmifiig, das heifst fiir ein beliebiges ¢ > 0 dn € N,
so dass

|fu(z) — f(2)| <&, ¥Vn > NVz € |W|.

Also gilt Vn > N:

|fwfndz—fwfdz|=|fw(fn—f>dz|sfwlfn—f||dz|3efw|dz|=e

Also die Lange von W.
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1.3.1 Stammfunktion

Erinnerung Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

1. Jede stetige reelle Funktion f : [4,b] — R besitzt eine Stammfunktion F,
das heifst es gilt F : [a,b] — R ist differenzierbar und es gilt F’ = f.

2. Ist F Stammfunktion der stetigen Funktion f, so gilt

b
f F@dx = F6) - F) 121)

Definition 1.3.4 Sei U C C offen, f : U — C. Die Funktion F : U — C heifit
Stammfunktion zu f, falls F in jedem Punkt z € U komplex differenzierbar ist (also F
holomorph auf U) und

F(z)=f(z)Vze lU (1.22)
gilt.

Beispiel
1. f(z) = z",n € Ny besitzt die Stammfunktion (auf C):

n+1

z
E(z) =
@) n+1

2. f(z) = z7",n € N ist definiert auf C\{0}. Fiir n # 1 besitzt f die Stamm-
funktion F(z) = % Fiir n = 1 besitzt f keine Stammfunktion auf C ohne

0.

Satz 1.3.5 Sei U C C offen, f : U — C stetig und W ein stiickweise differenzierbarer
Weg in U mit Anfangspunkt zo und Endpunkt z;. Besitzt f auf U eine Stammfunktion
F:U— C,sogilt:

f f(2)dz = F(z1) — F(zo) (1.23)
W

fw f(z)dz =0

fiir jeden geschlossenen Weg W in U.

Insbesondere folgt damit:
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Beweis Sei F Stammfunktion zu f, F = u + iv holomorph auf U mit F’ = f,
das heifst

d d d d
o = =20 =200 +i% ) =

- —i(%(z) + ij—;(z».

Seinuny(t),a < t < beine Parametrisierung von W (Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit stetig differenzierbar) dann berechnen wir mit der Kettenregel:

(), 00+ 0G0,y = G+ G+ G+ S =

Ju Jdv . du Jdv . .
(5 +im )i+ (@ + za—y) y=fly@®)y)
~——— ~————

fo®) if((#)

d
ZFO(®)

: S)Ofnit folgt f,, f(z)dz = fab fly@®)y bt = fab SEQ/()dt = Fy(®)IZ) = F(z1) -
F Z0).

O

Mit diesem Satz sehen wir sofort, dass die Funktion f(z) = % auf C\{0} keine
Stammfunktion besitzen kann. Denn besdfle f eine Stammfunktion, so wire
tiir jede Kreislinie C um 0 fc f(z)dz = 0 im Widerspruch zu fc ldz = 2mi # 0.

O

Bemerkung Lokal, das heifst auf jeder Kreisscheibe besitzt jede holomor-
phe Funktion eine Stammfunktion! Eng verwandt mit dieser Aussage ist der
Cauchy-Integralsatz, den wir uns im folgenden tiberlegen wollen.

Erinnerung Satz von Gauf$ (Analysis II)

Satz 1.3.6 Sei U C C = R? offen, w = (u, v) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf
U und G ein glatt (bzw. stiickweise glatt) berandetes Gebiet mit G C U. Dann gilt:

f div(w)dxdy = (w, n)ds (1.24)
G G

Mit n, der duferen Einheitsnormalen und dem Vektorfeld G.
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Ziel Ubertragung ins Komplexe. Dazu zunéichst die folgende Definition.

Definition 1.3.7 Ein Gebiet G heifit positiv berandet, falls G stets links von I = dG
liegt. Exakt formuliert: Fiir jede Randkomponente I';,(j = 1,...n) gilt: Ist y(t) eine
Parametrisierung des geschlossenen Weges I';, so existiert zu jedem t, € [0,1] ein
&9 > 0 mit folgenden Eigenschaften: Ist nj(to) := iy (to) der Normalenvektor im Punkt
to, dann gilt: Fiir alle 0 < A < &g : y(to) + Anj(to) € G,y (to) — Anj(ty) # G.

O

Wir betrachten f : U — C, f : u + iv reell stetig differenzierbar. Setzen wir
w := (u,—v) = f, so ist w ein stetig differenzierbares Vektorfeld in R* C C. Sei G

mit G c U ein positiv berandetes Gebiet mit Rand I' = (I'y, ..., I';). Das dufere
Einheitsnormalen-Vektorfeld zu G ist gegeben durch

7/( ) 1
IV(t)I Iy

gilt. Wir betrachten die rechte Seite der Gleichung

n(t) =

()
(%Gl

|( —ix) = (n1, 1),

wobein;, = %

im Satz von Gaufs:

f (w,n)ds
T;

]’l:

1 1
f (uny — ony)|y|dt = f (uy + vk)dt =
0 0

1
= Im(j; (u + 10)(x + iy)dt) = Im(j; f(z)dz)

b4
Die linke Seite berechnet sich zu:
. = _ odu Jdv ___Jf
le(f) = % — @ % 82
8_f 1df Of

Z  2ox oy
= af af
= f div(f)dxdy = Re(2 f —dxdy) = Im(2i f — dxdy)
G 8 82
Satz von Gaufs:

J
Im(2i f —]_Cdxdy) = Im( f f(z)dz) (1.25)
G 0z r
Ersetzen f durch if, so besagt (1.25):
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P)
mmaﬁsgmw=mmﬁﬂmm=Rgﬁﬂmm

dxdy)

=Re(2i - az

Zusammengenommen gllt:

d
2if —j_rdxdy = ff(z)dz (1.26)
c Iz r
Im Fall, dass f holomorph ist, gilt (wg. Cauchy-Riemann):

df 1, 0u dv dv du.
= 3G g G 5 =0

0 0
Fiir holomorphe f ist also die linke Seite in (1.26) = 0 und wir erhalten

| f@)dz = 0.

Bemerkung Fiir unsere Betrachtungen haben wir vorrausgesetzt (und auch
benotigt) dass die Ableitung f” stetig ist. Wir werden im folgenden sehen, dass
obere Vorraussetzung unnotig ist, da eine holomorphe Funktion automatisch
beliebig oft differenzierbar ist - und viel mehr: Jede holomorphe Funktion ana-

lytisch ist. Sei f : U — C holomorph, G Gebiet mit G c U, positiv orientierter

Rand T = 0dG.
ff(z)dz =0 (1.27)
r

Zu f wie oben und z; € G betrachten wir jetzt die Funktion g(z) = f € ) auf
U\{zo}, g ist holomorph und besitzt nach Vorraussetzung an f, stetige Ablel—
tung. Sei B(zo, o) eine Kreisscheibe mit B(zy, 9) C G und setze G’ = G\B(zo, 0),
G’ ist positiv berandet, sofern dB negativ orientiert ist. Wir wenden auf
(g, 1) statt (f,I') mit [ = dG’ an und erhalten

o= [[ste= [ pem [SO o [ SO,

—Zo rZ— 20 CQZ_ZO

mit Co = dB(zo, 0)
1) = fe) ,_ f( f@ 0)f

Co zZ—Zy zZ—2Zy

Z—2Zp

Da f stetig ist, gilt weiter:
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f(2) = f(z0) 1f(2) — f(20)l 1 ~
e Z-% dz' S, hmal WA gsuplfE) - fEl |1
~——

2mp
= —>@_>OO
Damit erhalten wir
2mif(zo) = i Zf_(zz)odz, Zg ez, zeE,
_ 1 (fé
.ﬂﬂ—zglé_zﬁ. (1.28)

Mit Hilfe dieser Formel (der sogenannten Cauchy’schen Integralformel)
konnen wir nun einsehen, dass jede holomorphe Funktion beliebig oft diffe-
renzierbar ist. Wir geben f : U — C holomorph, U C C offen vor. Auf jeder
in U enthaltenen Kreisscheibe B(zy, r) besitzt f eine Stammfunktion F. Wenden
nun (1.28) auf F an:

1 F(&)
F(z) = 2t Jo, - Zdé, Vz € B(zo, 0)
Wobei Cp die Kreislinie mit Mittelpunkt z, und Radius 0 < ¢ < r. Der Kern
Z é ist auf C\{&} beliebig oft differenzierbar, mit Differentation unter dem
Integral folgt: F auf B(zy, 0) und da B(zp,r) und 0 < g < r beliebig waren, auf
U beliebig oft komplex differenzierbar. Insbesondere ist f = F’ beliebig oft
differenzierbar auf U.

O

Gezeigt sind somit:

Satz 1.3.8 (Cauchy’scher Integralsatz) Sei U C C offen, f : U — C holomorph
und G mit G C U ein positiv berandetes Gebiet mit (orientiertem) stiickweise glatten

Rand T'. Dann gilt:
f f(z)dz=0
r

Satz 1.3.9 (Cauchy’sche Integralformel) Unter Vorraussetzung des Cauchy’schen
Integralsatzes gilt

O

1 (£

T2 JoE-z

f(z) dé&, Yz € G.
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Indem wir unter dem Integral differenzieren folgt sofort:

Korollar 1.3.10 Unter der obigen Vorraussetzung gilt fiir die n-te Ableitung von f
die Formel

F(2) n! f(©)
27’(1 r (& =2zt
Aus dem Cauchy-Integralsatz und der Integralformel ergeben sich direkt einige
Konsequenzen fiir holomorphe Funktionen.

Satz 1.3.11 (Cauchy’sche Abschitzung) Ist f auf U holomorph und beschrinkt,
das heifit |f(z)] < M, Yz € U, so gilt fiir die n-te Ableitung f™:

ds,  VzeG. (1.29)

n!

(1) i — _
If"(z)] < dist(z,aLI)”M dist(z, dU) élg{llé Z|

Beweis Seid = dist(z, dU), dannist B(z, 0) € U. Wende Cauchy-Integralformel
auf der Kreislinie C = C(z,7) mit 0 < r < 6 an.

ey < S fl n!M
@l = 5 —anwz ol < 5 f| &l =

Z)n+1
Da 0 < r < 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

O

Satz 1.3.12 (Liouville) Jede auf ganz C definierte holomorphe und beschrinkte Funk-
tion ist konstant!

Beweis Aus Cauchy’schen Abschdtzung fiir n = 1 und mit r — oo folgt
|f'(z)| = 0 also f = const.
O

Folgerungen

Satz 1.3.13 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom n-ten Grades (n > 1)
mit P(z) = ap + mz + ... + a,2", (a, # 0) mit Koeffizienten ay, ...,a, € C besitzt eine
komplexe Nullstelle.

O

Korollar 1.3.14 Jedes Polynom n-ter Ordnung (n > 1) mit P(z) = ap + a1z + ... +
a,z",(a; € C,a, # 0) besitzt in C genau n Nullstellen (mit Vielfachheiten), das heifst
es lifst sich wie folgt faktorisieren:

P(z)=a,(z—z1)(z—22) ... - (2= 24),21, -y 20 € C
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1.4 Analytische Funktionen

Wir beschéftigen uns mit Potenzreihen und deren Eigenschaften. Wir werden
sehen, dass sich jede holomorphe Funktion in eine Potenzreihe entwickeln
1t und dass umgekehrt jede durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion
holomorph ist. Holomorphie ist also - kurz gesagt - 4quivalent zur Analyzitat.

1.4.1 Potenzreihen

Fakten tiber Potenzreihen (Analysis I/II). Eine Reihe der Form

Z a(z — 20)F (1.30)
k=0
heifit Potenzreihe mit Koeffizienten a; € C, Entwicklungspunkt oder Mit-
telpunkt zy € C. Potenzreihen in C haben ein leicht zu merkendes Konvergenz-
verhalten: Konvergiert in einem Punkt z; € C,z; # 2y, so konvergiert
die Reihe absolut auf B(zy,|z1 — zol) und auf jeder Kreisscheibe B(z,,r) mit
0 < r < |z1 = 29| sogar gleichméfig. Dies sieht man sehr leicht mit dem Ma-
jorantenkriterium. Da die Reihe im Punkt z; konvergiert, ist a(z; — z)k eine
Nullfolge, das heifit es existiert ein N € N, so dass |ax(z; — z9)| < 1Vk > N.
Damit hat man

Z—2Zp
la(z = z0)"| < lax(z1 — z0)"| <]
—_———— 217 20 Z1 — 2o
<1

ETA K yk>N.

Zu beliebigen 0 < g < 1 hat man fiir alle z € C mit |z — zo| < glz; — 2| die
Abschitzung |a(z—zp)*| < ¢* = geometrische Reihe ist konvergente Majorante.
O

Andererseits sieht man: Gibt es einen Punkt z,, so dass die Reihe Y2 (z2—20)*
divergiert, so divergiert sie auch in jedem Punkt z € C mit |z — zo| > |z2 — z|.
Selbes Argument wie oben, nur Minorante statt Majorante.

Satz 1.4.1 (Konvergenzverhalten von Potenzreihen) Fiirjede Potenzreihe ;. , ax(z—
zo)* gilt entweder:

1. Sie konvergiert auf ganz C absolut und gleichmif$ig auf allen Teilmengen.

2. Es gibt eine Kreisscheibe B(zy, R) mit 0 < R < oo so dass gilt: Die Potenzreihe
konvergiert auf B(zy, R) absolut und lokal gleichmifSig und sie divergiert auf

dem Komplement der abgeschlossenen Kreisscheibe CB(z, R).

3. Die Potenzreihe konvergiert nur in z = z.
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Definition 1.4.2 R heifst Konvergenzradius der Potenzreihe im Fall 1 : R = oo, im
Fall3:R=0.

Bemerkung Fiir z € C mit |z — 29| = R ist tiber Konvergenz bzw. Divergenz
der Reihe keine Aussage moglich.
Beispiele

1. Yoo 25, R = 1 divergiert fiir alle z mit |z| = 1.

2. Y20 &, R = 0o - Exponentialfunktion.

3. Y %,R = 1 konvergiert fiir z = —1 (Leibniz), diviergiert fiir z = 1
(harmonische Reihe).
4. Y2 kizZ5, R =0.
1

Y1 525 R=1,denn R = limy,o 5= = 1.
(k+1)2

a1

Satz 1.4.3 (Quotientenkriterium) Sei Y-, ax(z — z)* eine Potenzreihe mit Kon-

vergenzradius R. Es sei ay # 0 fiir fast alle k € N. Dann gilt lim_,, inf 2L < R <

(@41
|alfk|1|' | 61|:k|]| sofern der Limes existiert.
+ +

limy_, sup Insbesondere gilt R = limy_,c

O

Eine wichtige Eigenschaft von Potenzreihen ist, dass sie gliedweise diffe-
renziert und integriert werden diirfen.

Satz 1.4.4 Besitzt die Reihe Y ar(z — zo)* einen positiven Konvergenzradius R, so
definiert sie auf dem offenen Konvergenzradius B(zo, R) eine holomorphe Funktion f;
Zudem gilt:

1. Die n-te Ableitung f™ wird dargestellt durch die Potenzreihe

i k(k=1)...(k = n+ Dag(z — zo)™". (1.31)

k=n
Ihr Radius ist ebenfalls R.

2. Die Reihe ¥;2 5 (z — 20)**! besitzt ebenfalls Radius R und ist auf B(zy, R) eine
Stammfunktion von f.
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Beweis Wir gehen Schrittweise vor.

Behauptung Hat die Potenzreihe ) 7, ax(z — zo)* den Radius R, so hat auch
die durch gliedweise Differentation entstandene Reihe Y';°; kax(z — z0)*™! den
Radius R.

Dazu setzen wir z; = 0, bezeichnen mit R den Radius von Y 4;z* und mit
R’ den Radius von Y kaz"™'. Es gilt R > R’: Y17, lallz] < Yooy klagllzl*2. Zu
zeigen bleibt: R < R’. Sei dazu r < R. Wir wéhlen s > 0 so, dassr < p < R.
Nach Vorraussetzung konvergiert )| |aglsk, also ist |ai/s* eine Nullfolge. Setzen
g = ¢ < 1und stellen fest, dass

kq* = 1L S Obeik— ocodat>1.
(5)'( q
Somit ist auch kla "' = r! (Iaklsk)(qu) eine Nullfolge und daher insbeson-
|

Nullfolgen
dere beschrankt. Fiir z mit [z| < g < r gilt daher:

geo. Reihe

z 2 ' |zl
V4
Klagllz/" = k|ak|7’k_1(7)k_l <M , I(%)k—l < 00,

Also konvergiert Y, klai||zl*"! auf B, (da ¢ < r beliebig war). Damit ist R’ > r
und da r < R beliebig war folgt R” > R = R’ = R.
O

Nun Zeigen wir Aussage 1 des Satzes, sowie die Holomorphie von f. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit zy = 0 und n = 1, anschlieffend Induktion.
Bezeichne f(z) = Yjoomz" und ¢(z) = Y o, kaxzl. ¢ hat, wie eben gezeigt,
Radius R und ist somit auf B(0, R) wohldefiniert. Wir zeigen g = f’. Sei dazu
b € B(0, R). Setze gi(z) = 21 +2F2b+...+zbF 2 + b1 Dann ist 2 - b* = (z—b)qi(2).
Also f(z) - f(b) = Yo m — Lo abh = Y2 a2 — bF) = (z = b) £ xgi(2) =
(z = b)f(2), mit f(b) = Yoo mqx(b) = Ypopaxkb™ = ¢(b). Zu zeigen bleibt, dass
f stetig ist. Denn dann ist f in b komplex differenzierbar und es gilt f'(b) =
f (b) = g(b). Wir verwenden das Kriterium von Weierstrafs:

Seir > 0 so gewdhlt, dass |[b| < ¥ < R. Auf B(0,r) gilt dann

lgk@)| < 127 + 1Z721B] + o+ [ZIB2] + B < kR
und daher

Z larqi(z)| < Z klag|r*! < 0.
P =1

Da g ebenfalls Radius R besitzt folgt dass )" axqx(z) auf B(0, R) lokal gleichmifig
konvergiert und somit f stetig ist.
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Bemerkungen

1. Die Aussage 2 des Satzes folgt sofort, indem man die gesamte Argumen-
tation auf die gleichweise integrierte Reihe anstatt der urspriinglichen
Reihe anwendet.

2. Die Tatsache, dass Potenzreihen auf ihrem Konvergenzkreis holomorphe
Funktionen darstellen, folgt auch aus einem viel Allgemeineren Satz, den
wir ohne Beweis angeben wollen.

Satz 1.4.5 (Weierstraf$) Sei (fi) eine Folge holomorpher Funktionen auf der offenen
Menge U c C, die lokal gleichmiifSig (also kompakt) gegen eine Grenzfunktion f :
U — C konvergiert, dann ist auch f holomorph.

O
Beispiel: Logarithmische Reihe
22 2 = 128
f@=z-F+5-JE.= Z(—1) - (1.32)

Wir stellen fest: f ist Potenzreihe mit Radius 1. Denn f’(z) = 1—-z+2z°-z%+... =
Y eo(—2)F ist geometrische Reihe und hat Radius 1. Ferner gilt: f'(z) = 11: au
[E. Wir betrachten auf B(1,1) die Funktion f (z) = f(z - 1) dann gilt f’ (z) = %
und daher f (z) = Z,‘:‘;l(—l)k‘lﬂ holomorph auf B(1,1) mit der Eigenschaft
f’ (2) = %, das heifst f definiert auf B(1, 1) eine Logarithmus-Funtkion.

1.4.2 Die Logarithmus-Funktion

Erinnerung (Analysis I) Fiir positive Zahlen a ist loga = Ina wohldefiniert.
Nehmen wir nun eine Komplexe Zahl a € C\{0}, so ist b = Ina nicht mehr
eindeutig, denn mita = lale’? und der Definition
loga = logla|l +ip + k2ni, k € Z (1.33)
gilt:
eloga — elog|a|+i(p+k2ni — |a|ei(p eZni =a.
~——

1
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Definition 1.4.6 (Zweig des Logarithmus) Sei G C C\{0} ein Gebiet. Die Funk-
tion g : G — C heifit Zweig des Logarithmus (bzw. Logarithmusfunktion), wenn
gQilt:

1. g ist stetig.
2. Fiiralle z € G gilt: 8@ = z.
O

Satz 1.4.7 Sei G C C\{0} ein Gebiet, g : G — C ein Zweig des Logarithmus. Dann
ist ¢ holomorph und es gilt

9 (z) = %,Vz €eG (1.34)

Mit g ist auch § := g + 2mik, k € Z ein Zweig des Logarithmus. Zwei beliebige
Zweige des Logarithmus unterscheiden sich nur um ein ganzzahliges Vielfaches von
2mi.

O
Lemma 1.4.8 (Umkehrsatz in C) Seien U,V C C offen, f : U — C holomorph,

gV — Cstetigmit g(V) C U. Ferner sei f(g(w)) = wVw € Vund f'(z) # 0¥z € U.
Dann ist auch g holomorph und fiir alle w € V gilt:

1
"(w) = 1.35
Beweis Direkte Anwendung der Kettenregel:
-1 ’ =1y 1
g=f=¢=0f)=%
f
O

Beweis des Satzes U :=C, f(z) = ¢,V = G, g wie im Satz, also f(g(w)) = w
fiir alle w € G. Dann ist mit dem Lemma g holomorph und es gilt:

, 1 1
g(ZU)—w—E,VZUEG

Sind nun g3, g» Zweige des Logarithmus auf G, h := g — ¢ erfiillt dann
W(z) = g)(z) — g4(z) = 1 — 1 = 0 fiir alle z € G. G Gebiet also folgt i = const. =
91(z) = £2(2) + C. Mit z = e91@ = ¢80 folgt 2 = 220) = ¢ = 1,C = 2mik,k €

——
£82(2)oC

Z.
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Umgekehrt ist nun auch jede holomorphe Funktion g : G — C mit ¢’'(z) =
1Vz € G fiir die ein Punkt a € G die Eigenschaft e$® = g hat, ein Zweig des
Logarithmus, denn mit g ist auch

f(z) = 78?2 ¢ G

holormoph und es gilt

f(z) =8 + 26789 (-¢'(z)) = 0,Vz € G.

Also ist f konstant auf G und somit folgt fiir alle z € G, z = Ce8® = a =
Ces®@ = C = 1. Also 8 = zVz € G. Somit ist § Zweig des Logarithmus.

Beispiel Auf B(1,1) definiert die Potenzreihe

© k-l
s@=Y ey
k=1
1

einen Zweig des Logarithmus. Denn g ist holomorph und ¢'(z) = Vz €
B(1,1). AuBerdem ist e8®) = ¢ = 1.

Aufierdem Auf C™ := C\IR™ definiert

logz :=log|z| + iarg(z), —m < arg(z) < m

einen Zweig des Logarithmus. Denn die Funktion ist holomorph und hat
% als Ableitung. Eingeschrankt auf B(1,1) haben wir somit zwei Zweige des
Logarithmus. Da die beiden Zweige fiir z = 1 iibereinstimmen, stimmen sie
auf ganz B(1, 1) tiberein, das heifst es gilt

0]

logz= Y. (_1k)k_l (z=1)'Vz € B(1, 1). (1.36)
k=1

Bemerkung Die Funktion log : C- — C definiert durch log(z) = log|z| +
iarg(z), —m < arg(z) < m heifst Hauptzweig des Logarithmus.

Zu f : U — C holomorph, Nullstellenfrei (U C C offen) heifst in holomorphe
Funktion ¢ : U — C Zweig des Logarithmus von f, in Zeichen ¢ = log f,
wenn gilt e8@ = f(z)Vz € U. Damit kénnen wir nun auch die n-te Wurzel einer
Funktion f definieren: Eine holomorphe Funktion g : U — C heif$st Zweig der n-

ten Wurzel von f, in zeichen (/7 ,wenn gilt (¢(z))" = f(z)Vz € U. Die Existenz des
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Logarithmus von f, log f (und diese ist immer fiir Nullstellenfreie holomorphe
Funktionen f z.B. auf sternformigen Gebieten garantiert) impliziert auch die
Existenz von +/f (setzen einfach g(z) := ex°6/®),

O

1.4.3 Taylorentwicklung

Wir gehen jetzt der brennenden Frage nach, welche holomorphe Funktionen
lokal durch Potenzreihen dargestellt werden kénnen.

Definition 1.4.9 Sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heif$t analytisch, wenn
zu jedem Punkt zo € U eine Potenzreihe Y- ax(z — zo)* mit positiven Konvergenzra-
dius existiert, so dass in einer Umgebung von z, die Potenzreihe mit der Funktion f
iibereinstimmt.

Wir wissen bereits: f analytisch = f holomorph
Um die Umkehrung zu zeigen, entwickeln wir den Cauchy-Kern z i(z €
C\{C}) umz, € C\{C}ineine Potenzreihe und wenden die Cauchy-Integralformel
an.

Mit L = == ZE_ZZO =T 320 und g = 22 haben wir also £ = L.

Auf der Kreisscheibe B = B(z, IC zol) ist |z — Zol < |C—z|, das heﬂBt |q| <1, also
- k . (z - Zo)k

= = —- 7 . 1.37

il e DU Wy (137

Ist nun f auf B(z, ¢) holomorph, so gilt fiir 0 < r < p die Cauchy-Formel,
das heifst Yz € B(zg, 1):

f(©) . _
f()—; s .90 G ={CeC: Lzl =7},

Setzen wir die Entw1ck1ung des Cauchy-Kerns (1.37) ein, so erhalten wir:

_ QO
fz) = 7 f kzo 9(0)(z — 20)*dC, gi(C) = C= 2
S
- Z (T j; (C-z )k+1 Oz —z0) = (1.38)
= Z fO ;c(' 0)(2 — 20), Yz € B(zo, 1)
k=0 )

Dies gilt auch Vz € B(z, 9), da wir 0 < r < p beliebig gewdhlt haben.
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Bemerkung In (1.38) miissen wir streng genommen noch garantieren, dass
Integration und Summation vertauscht werden kénnen. Wir miissen also das
Kriterium von Weierstrafs ausnutzen.

O

Satz 1.4.10 (Taylor-Entwicklung) Sei U C C offen, f : U — C holomorph. Sei
zo € U beliebig und ¢ = dist(zo, dU) der Abstand von zy zum Rand von U. Dann
konvergiert die Potenzreihe gegen

X £k
Z %(z — 2 (1.39)
k=0 ’

(Taylorreihe) in jedem Punkt z € B(zo, 0) und stellt die Funktion f dar, das heifst
es gilt

< (k)
f(z) = Z ! k(,ZO)(Z — 20)", ¥z € B(zo, 0). (1.40)
k=0 ’

O

Beispiele
1. Die Expontentialreihe: f(z) = ¢* hat die Taylorentwicklung in z:
® (k) o
f(Z) — eZ — Z f (ZO) (Z _ Zo)k — eZO Z (Z ZO) _ eZOeZ—ZO

k! k!
k=0 k=0

Hierdurch ist auch ein alternativer Beweis fiir die Exponentialgleichung
moglich.

2. Die Arcustangens Funktion: f : R — R,z + arctan(z) aus Analysis L
Entwickelt man f um x; in R in eine reelle Potenzreihe, so konvergiert

diese auf dem Intervall I = (xo — /1 + x3,x0 + /1 + x2). Man sieht, dass

diese die Ableitung z > 5 besitzt, welche Singularititen in den Punkten

z = i,z = —i besitzt. Somit ist der Konvergenzradius R = /1 + xj und es
gilt I = (xo — R, xp + R).

Satz1.4.11 Ist f : G —» C,G C C Gebiet holomorph und besitzt f eine Nullstelle
im Punkt zy € G so gilt folgende Alternative: Entweder ist f = 0 oder es existiert ein
n €N, sodass f®(zp) = 0 fiirk =0,...,n — 1 und f%(z) # 0.
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Definition 1.4.12 Die Zahl n mit der Eigenschaft aus den obigen Satz heif$st Ordnung
der Nullstelle zo von f (# 0). Die Nullstelle heif$t einfach, wenn n = 1 ist.

O

Korollar 1.4.13 (Zum Satz von Taylor) Eine Funktion f : U — C, U offen in C,
ist genau dann holomorph, wenn sie analytisch ist.

O

Satz 1.4.14 (Charakterisierung von Nullstellen) Hat f : G — Cholomorph (f #
0) in zy eine Nullstelle der Ordnung n, so gibt es eine holomorphe Funktion f, : G — C
mit f,(zo) # 0 und f(z) = (z — z0)" fu(z0)¥z € G.

Beweisskizze Der Satz von Taylor liefert in B(zo, 0), 0 = dist(zy, dG):

(k k) (k)
f2) = }]f oz = }:f Wiz =t —zf}]fkf“u—z@“”

k=n

Setzen wir nun:

o O »
fulz) = { = L&)z - 200", z € B(zo, 0)
' fo z € G\B(z0, 0)

(z=z0)"”

So ist f, holomorph auf G und f,(zo) # 0 (denn f,(z) = f (ZO #0).

Folgerungen

Korollar 1.4.15 (Isoliertheit der Nullstellen) Sei f holomorph in einem Gebiet
G c C, f # 0 mit Nullstelle zy € G. Dann existiert eine Umgebung V C G um
2o, welche aufSer zy keine Nullstelle von f enthiilt.

Beweis Direkt mit obiger Darstellung f(z) = (z — z9)" fu(z) stetig, da holo-
morph, f,(zo) # 0 also auch in einer Umgebung von z.

Anwendung: Identitdtssatz Seien f, ¢ auf einem Gebiet G C C holomorph.
Gilt f(zx) = g(z) fiir alle Punkte einer Folge {z;} mit Haufungspunkt in G, so
muss f = g sein.

O
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Beispiele

1. Die reellen Funktionen ¢*, sin x, cos x, etc. lassen sich in eindeutiger Weise
holomorph auf C fortsetzen.

2.z sin% holomorph auf C\{0} und verschwindet in z; = #,k € IN. Dies
ist kein Widerspruch zum Identitdtssatz, da zwar limy_,. zx = 0, aber

0 ¢ C\{0}.

Also: Auf die Bedingung ,Hdufungspunkt in G” kann nicht verzichtet wer-
den.
O

1.5 Isolierte Singularititen - Laurent-Reihen

Wir betrachten nun Funktionen, die ,Singularitdten” in isolierten Punkten ha-
ben kénnen, und somit holomorph sind.

Ziel Charakterisierung verschiedener Typen von Singularitéten.

1.5.1 Der Riemann’sche Fortsetzungssatz

Definition 1.5.1 Sei U C C offen, A C U.

1. Ein Punkt a € A heifit isolierter Punkt von A, wenn es eine Umgebung V .C U
von a gibt mit VN A = {a}.

2. Eine Menge A heifSt diskret in U, wenn alle Punkte von A isoliert sind.

3. Eine holomorphe Funktion f : U\A — C,A C U abgeschlossen, heifst holo-
morph in A fortsetzbar, falls es eine holomorphe Funktion f : U — C gibt mit

flwa = f.

O

Satz 1.5.2 (Fortsetzungssatz von Riemann) Sei U C C offen, A C U diskret und
abgeschlossen. Sei f : U\A — C holomorph. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. f ist holomorph nach A fortsetzbar.
2. f ist stetig nach A fortsetzbar.

3. Zu jedem a € A existiert eine Umgebung V- C U von a, so dass f auf V\{a}
beschriinkt ist.

4. lim,_,,(z —a)f(z) = 0Va € A.
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Beweis (1)=(2)=(3) ist trivial. Betrachten wir nun (3)=(4) - dies folgt aus

(z=a)f(z)| = |z —alf(z) < |z —alM, M :=sup|f(z)| < 00,z € V\A.

(4)=(1) - Ohne Beschrdankung der Allgemeinheit sei A = {a},a = 0. Wir
setzen:

2
hz) = { z J(‘)(,Z)f 2< U0

Dann ist h komplex differenzierbar in 0 (nachrechnen!) und somit holo-
morph auf U. Es gilt h(0) = 1’(0) = 0, h hat also Nullstelle der Ordnung n > 2
und es existiert somit f holomorph auf U mit

h(z) = 22f(2).

Aus h(z) = zf(z) auf U\{0} folgt f(z) = f(z)Vz € U\{0}, das heiit f ist die
gesuchte holomorphe Fortsetzung von f.
O

Definition 1.5.3 Ist f : U\{a} — C,a € U in keiner Umgebung von a beschrinkt
(also nicht holomorph nach a fortsetzbar), so heifSt a isolierte Singularitit.

1.5.2 Klassifikation isolierter Singularitiaten
Definition 1.5.4 Sei f : U\{a} — C holomorph (U C C offen, a € U)

1. a heif$t hebbare Stelle von f, wenn f nach a holomorph fortsetzbar ist.

2. a heifit Polstelle von f, wenn gilt lim,_,,|f(z)| = oo. Das heifit zu beliebigen
n > 0 existiert eine Umgebung V C U von a derart, dass

|f(z)] > n,Vz € V\{a}.

3. a heifst wesentliche Singularitit von f, wenn a weder hebbar noch Polstelle ist.

O
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Satz 1.5.5 (Charakterisierung von Polstellen) SeiU C Coffen,a € U, f : U\{a} —
C holomorph. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. aist Polstelle von f.

2. Es gibt eine eindeutig bestimmte Zahl n € IN, sowie eine holomorphe Funktion
g : U — Cmit g(a) # 0, derart dass

g(2)
(z—a)"’

f(z) = Vz € U\{a}. (1.41)

O

Definition 1.5.6 Die eindeutig bestimmte Zahl n heifit Ordnung des Pols. Bein =1
ist die Polstelle einfach.

Beispiele

e Sind f, g beide analytisch bei zy € U und hat f eine k-fache, g eine m-fache
Nullstelle, so hat die Funktion ’é(z) in zy eine hebbare Singularitit falls
k > m, eine Polstelle der Ordnung m — k, falls m > k gilt.

e sin(z) hat bei z = k7, k € Z einfache Nullstelle, also hat die Funktion si;(z)
dort einfache Polstellen.

e Die Funktion f(z) = e7,z € C\{0} ist nicht beschrinkt in einer Umgebung

von 0, denn ex — oo bei x — 0 hat also auch keine Polstelle in 0, denn
|f(it)| = leit| = let| = 1, Yt € R\{0}. Also ist z = 0 wesentliche Singularitat.

Wir betrachten die Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion ¢* =
1+z+ % +...+ i—", Setzen wir statt z die Zahl % ein, so haben wir

[e¢]

i v Loyl
Sz 222 T ol g

N =

e

Offensichtlich konvergiert diese unendliche Reihe fiir alle z € C\{0}. Dies
fiithrt uns auf den Begriff der Laurent-Reihe.
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1.5.3 Laurent-Reihe

Definition 1.5.7 Eine Reihe der Form Y . axz — zo) = Yt o a(z — zo) +
Yooz — z0)f = Ypoiax(z — z0)™* + Yiooax(z — zo)k heifit Laurent-Reihe. Die
Reihe Z;Z:l_oo ax(z — zo)* heif$st Hauptteil und die Potenzreihe Y i ar(z — zo)* Nebenteil
der Laurent-Reihe. Die Laurent-Reihe heifit konvergent, falls Haupt- und Nebenteil
konvergent sind.

Bemerkung Der Hauptteil ist eine Komposition der holomorphen Abbildung
Z ;, C\{zo} — C mit der Potenzreihe ;" a_C*. Wir stellen folgendes fest:
Besitzt diese Potenzreihe den Radius ! ~ (0 < 7 < o0) so konvergiert der Hauptteil
Yo a-(= )k 1 < 1 das heift |z — zg| > r und divergiert
fur |z — ZO| < r. Besitzt der Nebenteil der Reihe den Konvergenzradius R > r, so
konvergiert die Laurent-Reihe im Kreisring A, z(zo) := {z € C: 7 < |z — 29| < R}.

Satz 1.5.8 (Entwicklungssatz von Laurent) Jede im Kreisring A,r(z0),0 < r <
R < oo holomorphe Funktion f ist in A, r(2o) in eine Laurent-Reihe entwickelbar.

(o]

f@ =) az-z),  z€Axrz) (1.42)

k=—00

Die Koeffizienten ay, k € Z sind eindeutig bestimmt durch die Formel

O
%= o f @zt (143)

gegeben. Dabei bezeichnet C, eine Kreislinie mit Mittelpunkt zy und Radius o
(r <o <R).

Zum Beweis benétigen wir den

Satz 1.5.9 (Cauchy-Integralformel fiir Kreisringe) Ist f holomorph auf dem Ge-
biet G C C und ist der abgeschlossene Kreisring Z,,R(zo) ={zeC:r<|z—2 <
R},0 < r < R < oo ganz in G enthalten, dann gilt fiir alle z € A,r(zo) (offener
Kreisring v < |z — zo| < R) die Formel:

f) dc - 1@,

fz) = ﬁ e ﬁ iz ds, c,={EeC:lE—z=0}. (1.44)
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Beweisskizze des Laurent-Reihen-Entwicklungssatzes Wir entwickeln im
1. Integral der Cauchy-Integralformel:

[o0]

1 1 1 1 (z—zo)n
E—z E—zp1-E2 E—zold &—zy '
E—Zo n=0

tir |z — zo| < |€ = 29| = R und im zweiten Integral

11 1 < - _ Z

Z—Z0

tir [z—zg| > |€ =zl = r. Insgesamt haben wir durch Kombination der beiden
Gleichungen die Formel:

fo)= Z(2m | & (5’)H+Ida<z—z>"+2<2m | oz

=4y =y

Fiir alle z mit v < |z — zo| < R. Dass man in beiden Integralen integrieren
kann folgt aus der Cauchy-Integralformel.
O

Beispiele

1

1. exp(%) =1+ ZI::il ﬁzk =a,=ay=1,a, =a; = =

2. Die Funktion f(z) = m ist holomorph auf C\({1;2}. Partialbruchzer-
1 1

legung liefert: f(z) = — — —.

(a) Entwicklung auf B(0, 1):

k=0 k=0 k=0

Dies ergibt also eine Potenzreihe.
(b) Entwicklung im Kreisring A; »(0):
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1 NS ENE | S
& = am won T 52,6 ZZ_]<Z>—

z k=0 k=0
N = = -1, k<0
_ -k _ —(k+1) k _ k _ ’
k=1 k=0 —00

Dies ergibt also eine Laurentreihe.
(c) Entwicklung im Ring A, .,(0) = CB(0, 2):

B U0 SRS B o P VO & o JEIVONE o P
fO= 11 Z;xz) Z;‘(Z) ;(2 Dz,

Der Nebenteil dieser Laurentreihe verschwindet also!

Satz 1.5.10 (Charakterisierung isolierter Singularititen) Sei U C C offen, a €
U und f : U\la} — C holomorph. Sei o = dist(a,dU) und Y.;._ ax(z — a)* die
Laurentreihe von f im Kreisring B(a, 0)\{a} = Ao ,(a). Dann gilt:

1. a ist hebbare Stelle & a_, = OVk € IN.

—00

2. aist Polstelle n-ter Ordnung & a_ = OVk > n,a, # 0.

3. a ist wesentliche Singularitit < a_, # 0 fiir unendlich viele k € IN.

Beweis

1. Ist klar, da die Laurentkoeffizienten eindeutig bestimmt sind.

2. a ist Polstelle n-ter Ordnung von f, genau dann wenn ein eindeutiges g
existiert, g : U — C holomorph mit

for = 2 s #0

Istg(z) = Yoz —a) =co+ci(z—a) + ... + cua(z —a)" L + Yoo, cu(z — a)f
mit ¢y # 0 so folgt:

f(z) = B ioa)n + .t ;’l__la + Z ez —a)™".
k=0

~—————
Potenzreihe

3. Trivial.
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Bemerkung Ein wichtiger Unterschied zwischen Potenzreihen und Lauren-
treihen ist der, das letztere im Allgemeinen keine Stammfunktion besitzen. Der
Grund ist, dass Laurentreihen den Summand a_;(z —a) ! besitzen. Dies werden
wir im néchsten Kapitel ndher untersuchen.

1.6 Der Residuensatz

Ist f eine holomorphe Funktion auf U.(z)\{zo}, so lafst sich das Integral von f
tiber den (einfach positiv durchlaufenden) Kreisweg um zy mit Radius 6 € (0, ¢)
sehr einfach ausrechnen, denn wir kénnen die Laurentreihe f(z) = Y, a,(z—
z9)" gliedweise integrieren (dies ist erlaubt, da die Reihe gleichméfiig konver-

giert!):

‘fcg f(z)dz = i a, fcg(z —z9)"dz = 2mia_;.

n=—oo

Denn, wie bereits bekannt, verschwinden alle Summanden aufier n = —1. Es
kommt also bei der Berechnung von Wegintegralen um isolierte Singularitidten
tiberhaupt nur auf einen einzigen Koeffizienten a_; an aus der Laurentreihe an.
Dies rechtfertigt einen eigenen Namen fiir diesen Koeffizienten.

Definition 1.6.1 (Residuum) Der Koeffizienta_; = 5- fc f(2)dz (mit C, der Kreis-
0

linie um a mit B(a, ¢) C U) der Laurentreihe Y ., ax(z— a)* zur Funktion f : U\{a} —
C (mit U C C offen, f holomorph) heifit Residuum von f in a, in Zeichen:

a_y = Res, f (1.45)

O

Zur Berechnung von Integralen ist das Residuum einer Funktion offenbar
entscheidend. Daher ist es sinnvoll Regeln zur Berechnung des Residuums zu
kennen.

Satz 1.6.2 (Rechenregeln fiir das Residuum) Seien f, g : U\{a} — C holomorph
(U c C offen), a € C. Dann gelten die folgenden Regeln:

1. Res,(f + g) = Res,f + Res,g, Res,(Af) = ARes, f, (A € C).

2. Ist a ein einfacher Pol von f, so gilt:

Res, f = lziirb}(z —a)f(z).
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3. Hat f in a eine Polstelle m-ter Ordnung (m € IN), das heifit es gilt f(z) =

(Zg_(,j;m, ¢ : U — C holomorph, g(a) # 0 so gilt:
m 1(61)
Res,f = — D
Beweis
1. Ist klar.

2. Aus f(z) = % mit ¢ holomorph, g(a) # 0 folgt:

g()

f(2) = —(g(a)+(z—ﬂ)g(ﬂ)+ )= tg@+..

Also Res, f = g(a), aber g(a) = lim,_,,(z — a) f(z)!

3. Seig(z) =ap+a1(z—a)+ ...+ am(z a)m + ... die Potenzreihenentwicklung
von g um 4. Dann ist f(z) = +..+ ”’” L +a, + ... Somit folgt Res, f =

m—1 (lZ)
Am—1 = g;m—l)! .

(Z ﬂ)m

Bemerkung Regel 2 ldfst sich wie folgt anwenden: Sei g, 1 holomorph auf U,
g(a) # 0,h(a) = 0,1 (a) # O fiir ein a € U. Dann gilt fiir f := % definiert auf
U\{Nullstellen von h}:

_ 8
Res,f = @)
Begriindung:
B g( ) y g(Z) _ g(ll)
Res,f = lim(z —a); = = lim 5 Kb~ J(a)
O
Beispiele

1. f(z) = 25,z € C\{-1, 1} hat einfache Pole in —1, 1. Mit Regel 2 folgt nun:

z z 1
Res f = lim(z = 1)————— =i = = =Res, f.
esif =lmG D fg oy T imgg T T Resf
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2. f(z) = f—k,z € C\{0}, g(z) = €* - mit Regel 3 (a = 0, m = k) folgt nun:

@A) ey 1
Resof = D0 “ k=11~ G-D

3. f(z) = cos(my) € C\{1},g(z) = cosmz, g'(z) = —msinmz - mit Regel 3

(2_1)2 7
(a =1, m = 2) folgt nun:

g'(l) -msinm

Res; f = T 1

=0.

Das Resdiuum ist verantwortlich fiir die Existenz einer Stammfunktion.

Satz 1.6.3 (Existenz einer Stammfunktion) Sei f holomorph im Ring A,r(zo).
Dann gilt: f besitzt genau dann eine Stammfunktion F in A,r(zo), wenn der Ko-
effizient a_y in der Laurententwicklung von f in z, verschwindet.

Beweis Sei f(z) = Y i (z—20)" die Laurententwicklung von f. Gilta_; = 0,
so kann man die Reihe formal integrieren:

(o]

Fo= Y k) i

k+1
k=—00,k#-1

Diese Reihe besitzt den selben Konvergenzradius wie die urspriingliche
Reihe. F ist A,r(z0) holomorph. Da F'(z) = Y12 s 8(z — 20)* = f(2) ist F eine
Stammfunktion von f. Umgekehrt: Besitzt f eine Stammfunktion F, so gilt:

2min = | f(E)AE=0 (1.46)
Co
O

Wir wollen nun beliebige Wege betrachten, die eine Singularitdt von f zum
Beispiel auch mehrmals umlaufen kénnen. Zu erwarten ist, dass dann der
Beitrag zum Integral tiber f entsprechend oft zu nehmen ist, bzw. dass sich
Umldufe um eine Singularitit, die in entgegengesetzter Richtung erfolgen, im
Integralbeitrag autheben. Um dies genauer fassen zu konnen, wollen wir uns
zundchst damit beschéftigen, was wir unter ,,Umlaufen” einer Singularitat
genauer verstehen wollen.
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1.6.1 Die Umlaufzahl (Indexfunktion)

Sei y : [0,1] — C ein geschlossener (stiickweise stetig differenzierbarer) Weg
in C, [yl = y([0,1]),z € C\lyl.

Definition 1.6.4 Die Zahl

2ni ), C—z

heif$t die Umlaufzahl (bzw. der Index) von y beziiglich z. Die Menge Int(y) := {z €
C\|y| : ind,(z) # O} heifit Inneres von y, die Menge Ext(y) := {z € C\|y| : ind, (z) = 0}
heifit Auferes von y. Offensichtlich gilt C = Int(y) U |y| U Ext(y).

ind,(z) := = f s (1.47)
Y

O

Zundchst ist tiberhaupt nicht klar, dass die so definierte Grofie ganzzahlig
ist und die erwarteten Eigenschaften einer Umlaufzahl hat.

Satz 1.6.5 Sei y ein beliebiger geschlossener Weg in C. Dann gilt:

1. Fiir jede Teilmenge von C\|y| ist ind, (z) € Z.

2. Die Funktion ind,(z) ist konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von
C\|y| und verschwindet auf der unbeschrinkten Komponente von C\|y|.

3. ind_,(z) = —ind, (z) fiir alle z € C\|y|.
Zum Beweis des Satzes benotigen wir einen Hilfssatz.

Satz 1.6.6 Sei G ein Gebiet f : G — C holomorph und Nullstellenfrei. Sei y ein Weg
in G mit Anfangspunkt zo und Endpunkt z,. Dann gilt:
[

f(z1) = f(z0) exp( ) %dé). (1.48)

Korollar 1.6.7 Ist f holomorph und nullstellenfrei auf dem Gebiet G und y ein ge-
schlossener Weg in G, so gilt

f(&) .
d& = 2kmi, k € Z. 1.49
, .
: : [© _
Denn nach dem Hilfssatz ist exp( fy G dé) =1.
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Beweis des Hilfssatzes Seiy : [0,1] — G. Da der Trager kompakt ist, existie-
ren Kreisscheiben By, ..., B, welche |y| tiberdecken. Sei 0 =ty < t; < ... <t, = 1.
Eine Unterteilung von [0,1] derart, dass jeder Bogen yi := y|,_, 4 In einer
Kreisscheibe Bj, j € {1, ...,n} liegt. Da f auf B; keine Nullstelle besitzt, existiert
ein Zweig des Logarithmus von f auf B;. Also

’ CS d
fy I fy‘k = (log(f)dE = log(f(y(t))) — log(f(¥(ti-1)))

. (&)

f©&) o ft)
Z e o™ T F06a)

FE . X T @,
= exp( yf(é)d = exp(kzl" ykfdé)—gexp( . f(cf) dé) =

H fOo)) _ fOrA) _ fz1)
f(t-r) — f(0)  f(zo)

Beweis des Satzes

1. Seiz € C\|y| beliebig. Widhle G := C\{z} und f(&) = £ —z,& € G. Dann ist
f holomorph und Nullstellenfrei. Mit dem vorherlgen Korollar folgt:

f—dé 2kmi, k € Z.

)/

2. Wir wissen z — Z_m f

stetig. Da die Abb1ldung nur ganzzahlige Werte annimmt, muss sie auf
jeder Zusammenhangskomponente konstant sein. Um zu zeigen, dass
der Index auf der unbeschrankten Komponente von C\|y| gleich Null ist,
schitzen wir ab:

Z—00

f ld&| - Lange von |y| —
2711 & —

Zm JE—2 T 2ndist(y, 2) 0

3. Trivial.
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Definition 1.6.8 1. Der Begriff der Kette Seien ), ...,y Wege in U C C offen.
Wir versehen jeden Weg mit einer ganzen Zahl (die besagt, wie oft der Weg
durchlaufen wird; —y bezeichnet dabei den entgegengesetzt durchlaufenen Weg).
Das System

I'=my1 +nyys + .. + nyym, ng € Z, (1.50)
heifst Kette.

2. Der Begriff des Zyklus Eine Kette T' = YL, nyy heifit Zyklus (bzw. geschlos-
sene Kette), wenn jeder Punkt, unter Beriicksichtung der Vielfachheit ny ebenso
oft als Anfangspunkt eines yy wie als Endpunkt eines y auftritt.

Beispiele

1. Jeder geschlossene Weg ist ein Zyklus. Allgemein ist jede Kette I' =
Yre1 Mkyk von geschlossenen Wegen vy ein Zyklus. Insbesondere ist die
Randkette eines positiv berandeten Gebietes ein Zyklus.

2. Sind y34, ..., Ym Wege mit Endpunkt y, = Anfangspunkt yj,;, mit k =
1,..,,m — 1, und Endpunkt y,, = y1, so definiert die Kette I = 1 + ... + y,,
einen Zyklus.

Definition 1.6.9 (Integrale lings Ketten und Zyklen) IstT = Y, ny)y eine Ket-
tein U, f : U — C eine stetige Funktion, so setzen wir

ﬁf(z)dz = kz}:nk Lk f(z)dz. (1.51)

Insbesondere kinnen wir die Umlaufzahl auf Zyklen ausdehnen. Ist T = Y, niyx
ein Zyklus, so setzen wir indr(z) := 5 | 7d&,z € C\[T|.

O

Mit diesen Begriffen konnen wir nun auch eine verallgemeinerte Version
des Cauchy-Integralsatzes un der Cauchy-Integralformel formulieren (ohne
Beweis).

Definition 1.6.10 Ein Zyklus in einer offenen Menge U C C heifst nullhomolog in
U, wenn fiir jeden Punkt z € CU (Komplement von U) gilt:

indr(z) = 0.
Zwei Zyklen I'y, T, heiffen homolog, falls I'y — I', nullhomolog in U ist.
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Satz 1.6.11 (Cauchy’scher Integralsatz - Allgemeine Form) Sei U C C holomorph,
I" ein in U nullhomologer Zyklus. Dann gilt fr f(z)dz = 0.

O

Satz 1.6.12 (Cauchy Integralformel - Allgemeine Form) Unter den Vorrausset-
zungen des Allgemeinen Cauchy-Integralsatzes gilt fiir jeden Punkt z € U\|I'| und
alle k € N U {0}:

indr(z) f¥(z) = ;—;1];(5{(%015 (1.52)

O

1.6.2 Der Residuensatz

Mit den nunbereitgestellten Begriffen konnen wir den in der Funktionentheorie
so bedeutenden Residuensatz formulieren.

Satz 1.6.13 (Residuensatz) Sei U C C offen, zy, ..., z, endlich viele Punkte in U und
I ein nullhomologer Zyklus in U, dessen Triiger |I'| keinen Punktz;, j = 1, ..., n enthiilt.
Dann gilt fiir jede in U\{z1, ..., z,} holomorphe Funktion f:

1
27

j; f(z)dz = Z indr(zj)Res f. (1.53)

=1

Beweis Wir bezeichnen mit f; den Hauptteil der Laurententwicklung von
f um den Punkt z;,(j = 1,...,,n). Wir wissen: f; ist holomorph auf C\{z;}. Sei

fi= ;—]Z] + f; mit a; = Res;, f. Dann st f; Laurentreihe in der der Koeffizient a_,

verschwindet, also hat f; eine Stammfunktion auf C\{z;}. Es folgt:

ff;dz =0= ff]-dz = a]-f _1 -dz = 27tia;indr(z;).
r r rZ—Zj

Nach Konstruktion ist f — (fi + ... + f,) holomorph auf U. Da nach Vorraus-
setzung I nullhomolog ist, gilt mit dem Cauchy-Integralsatz:

fr(f —(fi + .+ fu))dz = 0.

Damit folgt also:

1 n n ' n .
o frf(z)dz = ]Z:; ‘ﬁﬁ(z)dz = ]Z:; a;indr(z;) = ]Z:; Reszl,fmdr(z]-).
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Beispiel f(z) = =—2=— U=C,z; =1,z = —1. Sei I ein Kreis um 0 mit

22 1 (z=1)(z+1)”
Radius > 1. Damit folgt aus dem Residuensatz:

1
— dz = indr(1) Res; f + indr(=1)Res_; f = 1.
27t 22 - oA N oA ,

1 1

1 1
2 2

Also ist fr ﬁdz = 271i.

Anwendung des Residuensatzes Berechnungbestimmter Integrale ohne Kennt-
nis der Stammfunktion

Typ I: Trigonometrische Funktionen Wir betrachten (reelle) Integrale der
Form

27
f R(cos @, sin p)dep, (1.54)
0

wobei R eine rationale Funktion in zwei Variablen bezeichne, die auf der
Einheitskreislinie C endlich ist.

Rezept zur Berechnung von (1.54) Wir setzen z = ¢#,0 < ¢ < 27 (Para-
metrisierung der Einheitskreislinie C) und beachten, dass

1, , 1 1 1 .. 1
cosp = S(e7+e™) = S(z+ 2),sing = (eTie ™) = =z - ),

und mit £ = ¢¥i = iz = dg = £ liefert uns das:

=R(z)

o . 1 (1.1 1.1, 1 _ 3
fo R(cos g, sin p)dgp = = fc R +2), 5z~ ) dz=2n Z indc(zj)Res, R.

Wobei die Indexfunktion 1 ist, wenn C € [E, ansonsten 0. Wir erhalten also:

27 n
f R(cos ¢, sinp)dep = 2n Z Res. R
0

=1

Wobei z j die Pole von R in E darstellen.
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Beispiel Wir berechnen das Integral

27 d
[ i—0<a<t,
o l—asing

—az2+2iz+a

. — i _ . _ _a 1y .
mitz =7 ist1 —asinp =1 - 5(z — ) = 52 und somit:

-2iz 1 -2i

R = - = .
@) azz =2iz—az az2-2iz—a

Die Nullstellen von az? — 2iz — a sind:

1+ V1-a2,
Zl/QIfL

Somit sind z1, z; einfache Polstellen und |z;| > 1, |z,| < 1 = Es trédgt also nur
zp zum Wert des Integrals bei!

—2i _ 2i B 1
a(z — z21)(z — z2) - a(zy — 71) - m'

Res,,R = lim(z — z2)R(z) = lim(z — z5)
z ame#)

—2Z)

2
Somit ist der Wert des Integrals fo " 1_;;?“@ = i:{z!

Typ II: Uneigentliche Integrale Unter einem uneigentlichen Integral verste-
hen wir eines der Form

[ seots=_my [ o

Auch derartige Integrale konnen - unter gewissen Bedingungen an die Inte-
granden Funktion f mit dem Residuensatz berechnet werden. Wir bezeichnen
mit H die obere Halbebene der komplexen Zahlen, also H = {z € C|3(z) > 0}.

Satz 1.6.14 Sei U D H offen, z; € H,j = 1,..,mund f : U\{zy,...,zs} — C eine

holomorphe Funktion derart, dass f_ 0:0 f(x)dx existiert und lim,_,o ey 2f(z) = 0 gilt.
Dann folgt

foo f(x)dx = 27'(1'2 Res f. (1.55)
. =
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Beweis Sei y, : (0,1) > H,¢ +— re' der positiv orientierte Halbkreis mit
Radius r. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei r so grofs gewdhlt, dass
alle Singularitdten z;, j = 1, ..., m € B(0,r) N H liegen. Residuensatz:

f r f(x)dx + f f(z)dz = 2mi Z”: Res; f.
_ " P

Mit der Abfallbedingung an den Integranten ,im Unendlichen” gilt:

| | f(z)dz] < If(Z)IIdZISIgg}If(Z)I Id2|=m§;3rx|2f(2)l—>0,

Vr Vr Vr
——

r

beir — .

Typ III: Integrale der Form f_ D:o g(x)e™dx

Satz 1.6.15 Sei g holomorph auf C, eventuell mit Ausnahme von endlich vielen Punk-
ten, von denen keiner auf der reellen Achse liegt. Ferner sei lim,_,., g(z) = 0. Dann
gilt:

* v g | 21 Y e Resy[g(2)e™],  a>0
‘[m gx)edx = { —-2mi Y, i Reswlg(z)e™], a <0 - (1.56)

Mit CH, der unteren Halbebene.

Beweis Sei a > 0. Wir betrachten das Quadrat mit den Endpunkten s,s +
iq,—r+1iq,—r (r,s > 0,9 = r +s), wobei wir r,s > 0 so grofs wahlen, dass alle Sin-
gularitdten von g in H innerhalb des Quadrats liegen. Setze I, := fy r ¢(2)e™dz,
wobei die y,,v = 1,2,3 die Strecken y; = [s,s +ig],y2 = [s +ig,—r +iq], )3 =
[-7r+iq, —r] bezeichnen. Angenommen wir konnen zeigen, dass I, — 0,7,5 — oo
gilt (v = 1, 2,3), dann folgt mit dem Residuensatz:

f g(x)ei”"dx +L+L+1;=2m Z Resw[g(z)ei‘lz],

weH
und somit bei r,s — oo:

f ) g(x)e™ = 2mi Z Res, [¢(z)e™].

weH
Bleibt also zu zeigen, dass I, — co. Dazu schitzen wir ab:
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o Ll =1 [, 8(€)ede] < maxse, 1()e™I(r+5) < Maxeey, $(E)le g < Maxeey, 19(5),
falls e* > g, was fiir g > go(a) der Fall ist.

—at

o || = | f g(&)edel < [ g(s + it) "I dt < maxge,, 19(E) [ e dt =
maxeey, 9(E)1(1 — e) < maxeey, |g()I2.

Analog sieht man |I5] < maxee,, |g(&)|1. Wegen lim,_,« g(z) = 0 gilt I, — O fiir
1,5 — oo. Analog argumentieren wir im Fall 2 < 0 mit der unteren Halbebene.
O

Bemerkung Der soeben bewiesene Satz erlaubt es uns nun auch Integra-
le der Form f_ O:O g(x) cos(ax)dx bzw f_ O:o g(x) sin(ax)dx zu berechnen, denn mit
den Identitdten cos(ax) = 1(e™ + ™), sin(ax) = (¢ — e”™) fiihrt man diese
Integrale auf der Form f_ 0:0 g(x)e™dx zuriick.

O



Kapitel 2

Gewohnliche
Differentialgleichungen

Wir betrachten Differentialgleichungen der folgenden Form

u™ = e, u, ..., u™"N), (2.1)

auf I C R, wobei f : Rx E™ — E. Im Fall E = R sprechen wir von einer
(expliziten skalaren) gewohnlichen Differentialgleichung. Im Fall E = RN spre-
chen wir von einem (expliziten) System gewohnlicher Differentialgleichungen.
Ist f unabhéngig von x so verwendet man den Zusatz autonom.

Bemerkung Wirbereits in Analysis Il gezeigt wurde ist jedes System gewhn-
licher Differentialgleichungen m-ter Ordnung Ordnung dquivalent zu einem
System 1. Ordnung (Reduktion der Ordnung). Daher wird uns im folgenden
hauptsédchlich der Fall m = 1 interessieren, also:

u' = f(x,u). (2.2)
m|

Die Hauptaufgaben der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen sind
die folgenden:

e Nachweis der Existenz von Losungen, Uberblick iiber Gesamtheit aller
Losungen (,,allgemeine Losung”).

e Eindeutigkeit von Losungen; im Allgemeinen werden viele Losungen
existieren, von denen aber nur solche gefragt sind, die gewissen Zusatz-
bedingungen (Anfangsbedingungen, Randbedingungen) gentigen.

e Abhingigkeit der Losungen von Daten.

58
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¢ Qualtitative Aussagen tiber Losungen (etwa Analyse des Langzeitver-
haltens bei x — oo, Asymptotik).

e Numerische Berechnung (Entwicklung von Verfahren zur Berechnung
von Losungen mit Fehleranalyse).

Bemerkung Aus Analysis II kennen wir bereits den Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatz von Picard-Lindelof, der unter der Vorraussetzung, dass die rechte
Seite der Differentialgleichung u’ = f(x, u) stetig und beziiglich der zeiten Va-
raible einer Lipschitz-Bedingung gentigt, die lokale Existenz einer eindeutigen
Losung zum Anfangswertproblem u(x,) = u, garantiert.

Definition 2.0.16 1. Ein Anfangswertproblem besteht aus einer Differentialglei-
chung u™ = f(x,u,...,u"™ V) und einem Satz von Anfangsdaten x, € R,
100, s -1 € RN, 1 : I — R heifit Losung des Anfangswertproblemes, wenn
u die Differentialgleichung auf I l0st, xo € I und die Anfangsbedingungen

u(xo) = 1o, ' (Xo) = M1, .., U D(x0) = 1,1 gelten.

2. Ein Randwertproblem besteht aus einer Differentialgleichung, einem Intervall
[a,f] € R und gegebenen Funktionen g, h auf Teilmengen des R". u heifst
Losung des Randwertproblemes, wenn u die Differentialgleichung auf [«, f] 10st
und die Randbedingungen g(u(x), u'(a), ..., u™(a)) = 0, h(u(B), ..., u"(B)) = 0
erfiillt sind. In sinnvollen Randwertproblemen ist die Ordnung der Differenti-
algleichungen gerade und n = 5 — 1.

Beispiele

1. Ein Anfangswertproblem im Fall m = 2 ist zum Beispiel die Differential-
gleichung auf I = R:

' + w*u =0,

mit Anfangsbedingungen u(0) = no,u’(0) = n; (Physikalisches Pendel).
Dieses hat die eindeutige Losung u(x) = 1y cos(wx) + % sin(wx), x € R.

2. Ein Randwertproblem im Fall m = 2,n = 0 kdnnte man zum Beispiel wie
folgt stellen:

' +w*u=0,I=]0,nx],
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mit den Randbedingungen 1(0) = 1o, u(m) = 1;. Die Losung dieses Rand-
wertproblemes ist:

u(x) = 1o cos(wx) + 1 sin(wx), x € [0, 7t].

2.1 Elementare Losungsmethoden

Wir wollen einige elementare Losungsmethoden fiir bestimmte Typen gewohn-
licher Differentialgleichungen erarbeiten. Aus der Analysis Ilist bereits die
Methode der Trennung der Variablen fiir Differentialgleichungen vom Typ
Yy = f(x)g(y) bekannt. Gibt man die Anfangsbedingung y(x) = y, vor, so hat
man mit H(y) := fyz $dv und F(x) := fxz f(&)d& durch H(y(x)) = F(x) bzw.

y(x) = H'(F(x)) die Losung des Anfangswertproblemes iy’ = f(x)g(v), y(xo) =
Yo gegeben. Die Methode der Trennung der Variablen ldsst sich auch bei Ditfe-
rentialgleichungen einer komplexwertigen Funktion anwenden. Aus

v = f(x) g(yx)) (2.3)
—— ——
eC eC

mit holomorphen g, folgt mit g(y(x)) # 0:

y o q .
- ——dz = ds —C =: -C
s 19T f 0" f f()ds F(x)

| —
=H(y(x))
Wenn H komplexe Stammfunktion zu é ist, F Stammfunktion zu f, c € C so
folgt wieder:

y(x) = H(F(x) - O)

Wenn H-1 die Umkehrfunktion zu H ist. Auch bei gewissen Differenti-
algleichungen hoherer Ordnung funktioniert die Methode der Trennung der
Variablen. Etwa y” = f(x)g(y’) — y’. Dies konnen wir nun integrieren um zu y
zu gelangen, abhédngig von den beiden Integrationskonstanten.

Oder auch bei

y' =g e vy =ysy ey =206y (2.4)
mitG(y) = [ g(s)ds & y2 = 2G(y)+C & i’ = + /2G(y) + C. Nun kann man

y mit Trennung der Variable 16sen. Allgemeiner kann man auch Gleichungen
der Form

¥’ =h(y)gy) (2.5)
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behandeln. Unter den Vorraussetzungen, dass y # 0, h(y’) # 0 gilt, folgt:

Y)Yy =y'8ly) © Hy) =G(y) +C
mit H(p) = [* 75dq,G(y) = [' 8()ds & y' = H(G(y) + O) = y.

Beispiele
1. ¥’ = f(x)y € C somit folgt mit der Bedingung, dass y # 0 ist:

y?, = f(x) © (logy)’ = F(x) + C,F(x) = fxf(é)dé & y=Ce™,C e C\{0}

Aus L(eFWy(x)) = eTO(=f(x)y(x) + ¥'(x)) sieht man, dass y(x) = Ce'™
die Allgemeine Losung ist (C € C\{0}).

2. y” = a+/1 + y’? beschreibt die Differentialgleichung einer hangenden Ket-
te, dabeiista > 0:

/7

¥

Nun kénnen wir die Umkehrfunktion auf die Gleichung loslassen:

=a & arsinh(y’) =ax +b

© y'(x) =sinh(ax + b) © y(x) = %cosh(ax +b)+C

Der Graph von y(x) wird Kettenlinie genannt. Das Randwertproblem fiir
eine Kette mit fester Lange > |Q — P| von Pnach Q ist eindeutig 16sbar.

Satz 2.1.1 (lineare Differentialgleichungen erster Ordnung) SeilK = RVC,I C
R ein Intervall und a,b : I — K stetig. Die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung

v = a()y + b) (2.6)

kann durch Integration bestimmt werden. Genauer gilt, dass die allgemeine Losung

durch y(x) = e (B(x) + C) gegeben ist, wobei A(x) eine Stammfunktion zu a auf I ist,

B eine Stammfunktion zu e~ *b(x) auf I ist und C € K. Jedes Anfangswertproblem
Yy =ay+b,y(xo) = yo mit xo € I, yo € Kist eindeutig l6sbar und zwar durch:

y(x) = "Dy + B(x) = B(xo)) = e[y + f x e O(s)ds]  (27)

O
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Beispiele

1. vy’ = —tan(x)y+sin(x) fiir [x| < 7. Hierista(x) = — tan(x), A(x) = log(cos(x)).
Damit folgt, dass CeA® = Ccos(x) und somit die folgt auch die Losung
der homogenen Gleichung. Losung der inhomogenen Gleichung:

y(x) = cos(x)(C + f ) sin(s)ds) = cos(x)(C — log(cos(x)))

1
cos(s)

2. Eine homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung y” + a1(x)y’ +
ap(x)y = 0 1aBt sich mit dem Ansatz y(x) = v(x)yo(x) auf eine homoge-
ne Differentialgleichung 1. Ordnung reduzieren. Dabei ist yy # O eine
,bekannte Losung” der Differentialgleichung. Man rechnet nach, dass

(vyo)” +a1(vyo) +aovyo = v"yo + 20"y, + vy +a1(v"yo + vy,) + agvyo =
= vy + ' 2y, + myo) + v (yy + a1y, + aoYo)

=0
Somit ist y = vy, genau dann eine Losung der Differentialgleichung,
wenn gilt
v"Yo+ 0" Qyy +my) =0 & v’ = —(Zy—E) +a1)v’ (2.8)
0 ~—— yO
Yo#0

Letzteres ist eine homogene lineare Differentialgleichung fiir v’. Das Ver-
tahren wird d’Alembertsches Reduktionsverfahren genannt.

O

Wir wollen nun sogenannte quasilineare Differentialgleichungen betrach-
ten.

Definition 2.1.2 Eine quasilineare Differentialgleichung 1. Ordnung (das heifit eine
Differentialgleichung, die in der hochsten auftretenden Ableitung linear ist)

g, y) +h(x,y)y' =0 (2.9)

heif$t auf D C R? exakt, wenn es eine differenzierbare Funktion ¢ : D — R mit g—f =g
und 3—‘5 = h gibt (¢ heifst Stammfunktion).
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Satz 2.1.3 (Exakte Differentialgleichungen) Die Losungen einer exakten Diffe-
rentialgleichung ¢(x,y) + h(x, y)y’ = 0 auf D C IR? sind genau die differenzierbaren
Funktionen y : R O I — R mit dem Graphen von y C D, die einer impliziten Glei-
chung ¢(x, y(x)) = C geniigen, dabei ist ¢ Stammfunktion zu gdx + hdy = 0 auf D
und C € R.

Beweis Es gilt:

d _dP I vin I ,
Ed)(x, y(x)) = g(x, y(x)) + @(x, y(x)y'(x) = g(x, y(x)) + hx, y(x))y' (x)

Bemerkungen

1. Sind g, h differenzierbar, so ist g—i’ = a_ auf D notwendige Bedingung
tir die Existenz einer Stammfunktion ¢. Ist D sternformig (oder einfach
zusammenhdngend) so ist dies auch hinreichend.

2. Ist die Differentialgleichung nicht exakt, so kann man versuchen, sie
durch Multiplikation mit einem Faktor f(x, y) in eine exakte Differential-
gleichung zu tiberfiihren.

£#0
g, +hx,y)y =0 & f(x,y)glx y)+ fx, h(x, )y =0

Die Integrabilitdtsbvedingung aus (1) lautet dann:

a(fg) _d(fh) _ Idf f
dy  ox (:)(9]/ f 8x

(2.10)

Ist (2.10) erfiillt, dann nennt man f integrierenden Faktor. Offenbar ist
(2.10) eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir f.

Beispiele

1. g(x) + h(y)y" = 0. Dann ist ¢(x, y) = G(x) + H(y) mit Funktionen G, H fiir
die G’ = g, H" = h gilt. Somit folgt G(x) + H(y(x)) = C fiir Lésungen y und
daher y(x) = H}(C — G(x)). Dies entspricht der Trennung der Variablen.
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2. Die Differentialgleichung a(x)y + b(x) — y’(x) = 0 ist nicht exakt, denn
g(x,v) = a(x)y + b(x),h(x,y) = 1. Die Integrabilitatsbedingung liefert:

g—i =a# 2 =0,a # 0. Es gibt aber einen integrierenden Faktor ¢(x), denn
2 Py + ) = ~ 29
ay % Y - ax(p

Somit folgt:

& p)ax) = —¢'(x) & @(x) = eOC
mit A’(x) = a(x). Dann gilt fiir die Differentialgleichung:

e‘A(x>a(x)y + e—A(x)b(x) _ e—A(x)y/ -0 %(e—A(x)y — f e—A(s)b(s)dS)

Und dies ergibt:

& e Wy(x) - f ' e AOp(s)ds = C & y(x) = AD(C + f ) ¢"Ob(s)ds) = 0
O

Definition 2.1.4 Eine Funktion ¢ # 0 auf einem Gebiet des erweiterten Phasenrau-
mes einer Differentialgleichung y'™ = f(x,y, ..., y™ V) auf RN heifit erstes Integral
der Differentialgleichung, wenn ¢(x, y(x), ..., Y™ D(x)) bzw. dp(y(x), ..., y™" D(x)) kon-
stant fiir jede Losung y(x) ist. Man nennt dies ¢ dann auch ErhaltungsgrofSe.

O

Anschaulich bedeutet ein erstes Integral, dass die durch die Losungen de-

finierten Bahnkurven x — (x, y(x), ..., Y D(x)),x — (y(x), ...,y V(x)) im (er-
weiterten) Phasenraum ganz in den Niveaumengen von ¢ verlaufen. Im Fall
N = 1,m = 1 legt dann ¢(x, y(x)) = C (Vergleiche Exakte Differentialglei-
chungen) die Losung vollig fest, wenn man nach y(x) auflosen kann. Im Fall
N =2,m = 1legt ¢(y1(x), y2(x)) = C noch die Geometrie der Bahnkurven fest,
allerdings wird nichts tiber die Parametrisierung ausgesagt. Die Bahnkurven
parametrisieren also die Niveaulinien von ¢, sofern V¢ # 0 ist.
Offenbar hat die Dimension des Phasenraums Einfluss auf den Informations-
gehalt eines ersten Integrals und zwar in dem Sinn, dass man umso weniger
Informationen hat, je grofser der Phasenraum ist. Im Allgemeinen hat eine Dif-
ferentialgleichung tiberhaupt kein 1. Integral und wenn welche existieren, so
konnen sie durch kleine Storungen zerstort werden. Wenn man aber ein erstes
Integral kennt, so kann man es benutzen um die Anzahl der Unbekannten in
einer Differentialgleichung zu reduzieren.
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Beispiele

, , ! 1 0
1. ¥, = vy, = =1, also ( z} ) = ( 0 -1 )( gl )hat als erstes Integral

2 2
d(y1, ¥2) = Y1y, denn %(ylyz) = y1¥2 + Y1y, = y1y2 — y1,2 = 0. Losungen
sind y1(x) = Cie*, y2(x) = Ce™™. Analog hat V) = Y2, Y, = y1 also ( z} ) =

2

2
215 + 212y = —2y1y2 + 2,1y, = 0. Die Losungskurven parametrisieren
Kreislinien, die Parametrisierung ist proportional zur Bogenlidnge, da
VPt Yy =Yy +yp = Cist

0 -1
( 1 0 )( 51 ) als 1. Integral ¢(y1,y2) = y% + y5, denn %(y% +y3) =

2. Die Bewegungsgleichungen der Mechanik fiir einen Punktférmigen Korper
der Masse m in einem Kraftfeld F(t, u) lauten

mu’ () = E(t,u(t)), u(t) e R®,t € R (2.11)
Ist F unabhédngig von t und konservativ, das heifst F(u) = —=VV(u), so ist

die Gesamtenergie E(u, p) = Zp?* + V(u) ein erstes Integral, denn es gilt:

%E(u(t), u'(t) =mu'u” +u'VVu) = —u'Vu) +u'VV(u) =0

Damit gilt fiir Losungen

S OF + Vu®) =E=C

Dies entspricht dem Energieerhaltungssatz. Bei einem Zentralkraftfeld,
d.h. V(u) = V(|u|) ist auch der Drehimpuls

-

(u,p) = mu X p = m(uaps — Uzp, Usp1 — U1pP3, U1p2 — Usp1)

auf den Losungskurven konstant (die Komponenten von ['sind drei wei-
tere erste Integrale). Bemerke dazu:

u

0
|

d
—(muxu')=mu Xu +muxu” =mux(=VV(ul)) = —mu x V'(Jul)
dt ~—

=0

Dies ist der Drehimpulserhaltungssatz mu x u’ = C = I = 0,0,1) (bei
geeigneter Wahl der Basis im R?).
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mu” (t) = F(t, x)

F zeitunabhéngig konservativ mit F = -VV(x).

E= %Iu’(t)l2 + V(u(t)) = const

Zentralkraftfeld V(x) = V(|x|)

= muxu = const = 0,0,1)

e Fall I = 0: Entspricht einer Bewegung auf einem Strahl aus dem
Zentrum der Kraft.

Fall I > 0: Hier gilt il = mu(mu X u’) = 0 = uz(t). Die gesamte
Bewegung verlduft in der (13, u2)-Ebene. In dieser Ebene fithren wir
Polarkoordinaten (7, 9) ein, das heifst

r(t) = Jui(t) + u3(t), S(t) = arg(us (), ua(t)).

Also:

s — Ul
|M’|2 — 7”2+7’28’2,\9I — 1% . 2%
r
Die ersten Integrale fithren dann zur Energieerhaltung
E:%w?+vwnzgﬂ+%ﬂthw) (2.12)

und zur Drehimpulserhaltung

I = m(uyub — upul) = mr*9’. (2.13)
Setzt man 1i in lb ein, also ¥ = #, so erhilt man:
2
_ m ’2
E= 57 + S + V(r)

Damit ist es gelungen die drei Bewegungsgleichungen 2. Ordnung
auf die Losung einer Differentialgleichung 1. Ordnung durch Tren-
nung der Variablen

12
2mr?

W=1J%@—vm— )
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und mittels einer weiteren Integration von & = —L; zuriickzufiihren.

Aus und erhilt man die Differentialgleichung der Bahn-
kurven (ohne zusitzliche Parametrisierung). Dazu fasst man r als
Funktion von 9 auf. Dies geht wie folgt: Da 9’ > 0 nach kann
man t als Funtion von § auffassen, genauer hat man t = 97'(1). Dann
ist

A7) = (o 370 A e 970 = GO0 o =

t
0 B3

m(ro 9 |2 i 2
LI \/E(E = Viro 9 m) - 5

bzw. mit R(n) = (r o 971)(n))

dR mRZ\/z 12
an = E T A\ E VR 5 )

und mit Trennung der Variablen

H

R IdR
+ f =1 —T1o.
mR2 \J2(E - V(R) - 5)
Substituiert man R = 1 & ¢ = £, so findet man
=1~ To.

- fﬂ ldo
+
\/ZmE —2mV(L) - g?

Im Falle eines Coloumb-Feldes V(p) = —% ist V(%) = —ko und es

folgt:
2
B an ldo R 1
F =1n—1)p © tarccos(———)
V2mE + 2mko — 252 14+ %
m

Nun kann man das ganze noch auflosen:

1 mk | 2ER
W = 1—2(1 +ecos(n—10),e=+/1+ ey

Aus der Geometrie wissen wir, dass das gerade die Polardarstel-
lung eines Kegelschnittes der Exzentrizitdt ¢ mit dem Nullpunkt als
Brennpunkt ist (¢ = 0,Kreis;0 < ¢ < 1,Ellipse; ¢ = 1,Parabel; ¢ >
1, Hyperbel).
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Fazit: Die Bahnkurven eines Massepunktes in einem Coloumb-Feld sind
Kegelschnitte mit den Zentrum der Kraft im Brennpunkt. Somit folgt das
1. Kepler-Gesetz direkt. Die zeitliche Parametrisierung wird iiber das 2.
Keplersche Gesetz festgelegt. Dies ist nichts anderes als die geometrische
Interpretation des Drehimpuls-Erhaltungssatzes:

1 1
2Q7 29" —
mrS—l@er o

Beobachtet man nun

1 (" 1 ("
Ef(ulué—uzui)dtzzf 9 dt

die von der Kurve u(t) tiberstrichene Flache (orientiert) ist, so beschreibt
179 = ;L gerade die Erhaltung der Fliachengeschwindigkeit, das heifit
die Strecke [0, u(t)] tiberstreicht in gleichen Zeitrdumen gleichgrofie Flachen.
Im Fall einer elliptisch geschlossenen Bahnkurve, das heifit wenn 0 < ¢ <
1, ist die grofie Halbachse

1 12 1 1 k
= =(Ryax + Ryin) = 5— ===
4= 5 R+ Roin) = 5o T2+ 777) = 728

und die kleine Halbachse b = a V1 —¢2 = -/ 1/% In der Umlaufzeit T
wird der gesamte Ellipseninhalt nab tiberstrichen. Also:

Ttab Ttab 2mtabm m. s
= =y =71 T

dt

das ist das 3. Keplersche Gesetz. Die Quadrate der Umlaufzeiten sind
proportional zur dritten Potenz der grofien Halbachsen.

O

Eine weitere wichtige Methode zur expliziten Losung von Differentialgleichun-
gen ist die Methode der Variablentransformation. Durch die Einfithrung neuer
unabhéngigen Variablen ¥ oder abhidngiger Variablen jj gelingt es manchmal
eine gegebene Differentialgleichung in eine andere explizit 16sbare Differenti-
algleichung zu tiberfiihren.

Beispiele
e Die Eulersche Differentialgleichung:

[CR,x"y"™ + a, 12"y + . +axy’ +agy =0 (2.14)
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Behandelt man mit der Substitution y(x) = #(log x) also wegen ' (log x) =
xy’'(x), 7’ (log x) = x(y'(x) + xy”’'(x)) fithrt dies auf einer homogenen linea-
ren Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten fiir i auf log I = J:

§ + by 7"V + L+ b = 0

e Die Bernoullische Differentialgleichung:
v +gx)y+hx)y =0,r#1 (2.15)
Setzt man (x) = y(x)'~" mit
7)) = (1= Ny 7y () = (1 = NFE) ™Y (4

so erhdlt man (sofern y > 0):

ig(x)ﬁgl(x) + g(x)g(x)% + h(X)y(x)l_iv ~0

Diese Differentialgleichung ist linear und von 1. Ordnung;:

1 ~! —_
1T—Y (x) + g(x) + h(x) =0

Die Riicktransformation ist durch y(x) = g(x)%—v gegeben.

2.2 Lineare Differentialgleichungen und Systeme

Lineare Systeme wurden bereits in der Vorlesung Analysis Il behandelt. Da sie
v.a. in der Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen eine wichtige Rolle
spielen (zum Beispiel bei Stabilitdtsaussagen) wollen wir die wesentlichen
Sétze tiber lineare Sidtze noch einmal wiederholen (allerdings grofitenteils ohne
Beweis).

Definition 2.2.1 (Lineare Differentialgleichungen) Eine lineare Differentialglei-
chungen m-ter Ordnung auf einem normierten Raum E iiber K, mit K = R oder C,
ist eine Differentialgleichung der Form

Au@Y ™ @) + Apa @YD) + .+ Ag@)y() = b(x) (2.16)

auf einem Interval I mit stetigen Koeffizienten A; € C°(F, L(E, E)) (im Fall E = KN sind
das N x N-matrixwertigen Funktionen) und einer stetigen Inhomogenitiit b € C°(I, E).
Ist b = 0, so heifit die Differentialgleichung homogen. Im Fall E = KN spricht man
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von einem linearen Differentialgleichungssystem.

Das Polynom p(x, &) = Ap(x)E™+...4+ A1 (x)E+ Ao (x) mit Koeffizienten in C°(I, L(E, E))
heift charakteristisches Polynom der Differentialgleichung oder auch Symbol des Dif-
ferentialoperators

p(x, %) = Am(x)ddx—mm bt Al(x)% + Ao(x) (2.17)

O
Lemma 2.2.2 (Uberlagerungsprinzip)

1. Im homogenen Fall b = 0 sind Linearkombinationen von Losungen wieder
Losungen, das heifSt der Losungsraum ist ein Linearer Raum.

2. Iminhomogenen Fall b # Qist die Allgemeine Losung die Summe einer beliebigen
speziellen Losung y, der inhomogenen Gleichung und der allgemeinen Lisung
Y der homogenen Gleichung.

3. Sind vy, ...yx Losungen von p(x, %)yi =b; und c; € K, so l0st y = zle ciy; die
Differentialgleichung p(x, )y = Yi_, c;b;.

7 dx

4. Ist E = ER + iR Komplexifizierung eines reellen Raumes (etwa Er = RN und
E = CN) und sind alle Koeffizienten Aj(x) und die rechte Seite b(x) reell, so sind
die reellen Losungen von genau die Realteile der komplexen Losungen.

Definition 2.2.3 Eine Basis (iiber K) des Losungsraumes der explizit homogenen
Differentialgleichung

Y+ A, ()Y Y + L+ Ag()y =0 (2.18)
auf I heifst Fundamentalsystem der Differentialgleichung auf I.

O

Eine besonders einfache Situation liegt vor, wenn man eine lineare Diffe-
rentialgleichung mit konstanten Koeffizienten betrachtet.

Satz 2.2.4 (Skalare lineare DGL mit konstanten Koeffizienten)
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(1)

(1r)

(2)

(3)

Der Raum der komplexwertigen Lisungen der Differentialgleichung p(i)y =
Y™ + a, 1y™ Y + .+ agy = 0 auf [ mit ay, ...,a,—1 € C hat die Funktionen
xle’*,0 < j < my, wobei A Nullstelle von p(&) = E™ + a,1E™ L + ... + ag mit
Vielfachheit m, ist, als Basis. Die Allgemeine Losung ist eine Linearkombination
dieser m-Funktionen.

Sind die Koeffizienten ay, ..., a,,—1 reelle Zahlen, so hat der Raum der reellen Losun-
gen von p(L)y = 0 auf I die Basis x/e™* fiir A reelle Nullstelle von p und
x/e™ cos(Bx) bzw. x'e™ sin(Bx) fiir A komplexe Nullstelle von p mit 0 < j < my,,
der Vielfachheit von A.

Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung p(L)y = b mit b € C°(I,C)
ist Yop(x) = Iy, ... 1o, b(x) mit [[o](x) = ™ fxz e Mo(s)ds, xg € 1, Ay, ..., Ay, die
Nullstellen von p (mit Vielfachheit aufgefiihrt).

Jedes Anfangswertproblem p(<£)y = b auf I,y (xo) = n; fiir j = 0,...,m — 1 mit
b e CUI,K),a; € K,xo € I,n; € K besitzt eine eindeutige K-wertige Losung
der Form ys, + Y.Ly cjy; wobei yy, ..., yn die Basisfunktionen aus bzw.
sind, Y, eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist und die c; € 1

die eindeutigen Losungen des linearen Gleichungssystems Y7, cjyg.l)(xo) = -

yé’,f(xo),o <1< m-1sind.

Bemerkung Beispeziellen Inhomogenititen wie zum Beispiel b(x) = x*et*, k €
Ny, 4 € C, kann man die Integrationen I, , ...I;,b bei der Berechnung der spe-
ziellen Losung der inhomogenen Gleichung vermeiden. Denn zu derartigen b
gibt es eine spezielle Losung der Gestalt

Yop = (dx* + ... + dyx + do)x'et™. (2.19)
Dabeiist / die Ordnung der Nullstelle u vonp(u) = 0und [ = 0, falls p(u) # 0.

Dies sieht man wie folgt ein:

i_ k+1 .k ux
(o= = ) e)

(% _ [J)k(kxk—leyx + ‘uxkeyx _ luxkepx) —

d - X
(o = ke le) = 0
Folgt fiir die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung:

B Py = (= 1) = (4 - e = 0
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Das heifst y, = (dix* + ... + do)x'et*. Die Koeffizienten dy, .., di bestimmt man
wie folgt:

Einsetzen des Ansatzes fiir die spezielle Losung y,,(x) = (dix* + ... + do)xlet
in die Differentialgleichung p(£) = x*e** und anschlieBend Kiirzen von et*
ergeben auf der linken Seite ein Polynom vom Grad k (hchere Potenzen von
x konnen nicht auftreten). Der Koeffizienten Vergleich der Potenzen X0, ..., x
liefert dann die Koeffizienten d, ..., dx (da zugehoriges Gleichungssystem ein-
deutig 16sbar ist, da (dix* + ... + dyx + dp)x'et* die homogene Gleichung nur 16st,
wenndy = ... = di = 0ist, da [ = Ord,(A) ist).

Satz 2.2.5 (Lineare DGL-Systeme mit konstanten Koeffizienten) Dieeindeuti-
ge Losung y: RD 1 — K = RN v CN des Anfangswertproblems yv' = Ay, y(xo) = 1
mit A € IKNN ist die analytische Funktion y(x) = e*94n. Dariiber hinaus ist jedes
Anfangswertproblem y' = Ay + b mit y(xo) = n,b € C°(I, K) eindeutig losbar und
zwar durch

y(x) = e“(e ™4 + f ' e~ b(s)ds). (2.20)

X0

O

Bemerkungen
1. e** ist wohldefiniert tiber die Exponentialreihe e = ¥;7 £ (xA)".

2. Fiir diagonalisierbare Matrizen A = TBT™! mit T € GL(C") und B =
diag(A4, ..., An) ist

e = Tdiag(e"”, ..., e )T,

In diesem Fall bilden die Funktionen y;(x) = e**vj (v, Eigenvektoren zum
Eigenwert A;) ein Fundamentalsystem zu iy’ = Ay.

3. Im Allgemeinen Fall einer nicht diagonalisierbaren Matrix A muss man
eine Zerlegung der Form A = T + S mit S Diagonalmatrix und T nil-
potent (mit TS = ST) vornehmen. So das gilt: exp(A) = exp(T + S) =
exp(T) exp(S). Die Lineare Algebra zeigt uns, dass dies tiber C stets
moglich und eindeutig ist (Jordansche Normalform). Hier benétigt man
den Satz tiber die Hauptraumzerlegung (LA). Wir merken uns an dieser
Stelle:

Satz 2.2.6 (Fundamentalsysteme fiir lineare DGL mit konstanten Koeffizienten)
Sei K = R oder C, A € KNV, g(A) = spec(A) = { Eigenwerte von A}, dann gilt:
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1. Ist v Eigenvektor von A zum Eigenwert A, so ist y(x) = e™v Lisung von
y =Ay.

2. Gibt es eine Basis vy, ..., vn von Eigenvektoren zu Eigenwerten Ay, ..., Ax (oder
mit Vielfachheit aufgefiihrt) zu KN, so bilden die Funktionen

y1(x) = "0y, ..., yn(x) = eV oy
ein Fundamentalsystem zur Differentialgleichung y' = Ay.

3. Sind ng),..., v%) Basen der Hauptriume H), = ker(A — A)"™ = ker(A —

AY"IH A € 6(A), m(A) € N minimal so bilden die Funktionen

) m(A)—1 N )
yyug=&x;:ZﬂA—AEVé%lstnmerdA)
=0

ein Fundamentalsystem zur Differentialgleichung y' = Ay.

O

Der eben formulierte Satz erlaubt die Berechnung der Allgemeinen Losung
des Systems iy’ = Ay allein mit Methoden der Linearen Algebra. In jeden Fall,
also auch im Fall K = R empfiehlt es sich iiber C also in RN & /R" zu rechnen;

dann ist A = A. In jeder Losung y von i’ = Ay hat als Komponentenfunktion
Linearkombination von xf¢’*, A € 0(A),0 < k < m(A) — 1. Im Fall K = R gilt:

Korollar 2.2.7 (Reelles Fundamentalsystem) Ist K = R,A € RV g0 erhiilt
man ein reelles Fundamentalsystem indem man fiir A € o(A) N R die v?’ reell und

fiir jedes Paar A, A € 6(A),A = a + if nicht reeller Eigenwerte die U;A),UEX) konju-

giert komplex wihlt (U;/\) — ZJE.A)) sowie UEA),vﬁA) durch Re(vE.A)), Im(vE.A)) ersetzt. Die
Komponenten der reellen Losungen von y' = Ay sind dann Linearkombinationen der
folgenden Basisvektoren:

sin fx

k Ax k jox
xe,AeaA)NR,x‘e (Cosﬁx

)A:a+weamﬂkosk5mmyq
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Beispiele

1.y = Ay+bmit A = ( g _01 ),b = ( 213,( ) und Anfangsbedingungen
-1 , 0 -1 , , i
y(0) = > YV =1 o Y =YY =0 Wir betrachten

zundchst dashomogene System y” = Ay. Die Charakteristische Gleichung
tiir dieses System lautet: A% +1 = 0 und somit ist A, = +i. Somit sind die
Eigenvektoren der Matrix:

SIHESE

Das reelle Fundamentalsystem ist daher:

cosx —sinx
W)= _. , und
sinx CoOSX

cosx ) ( —sinx
2

sin x cos x )’ G, GER,

yn(x) =G (

-1y _ [ €COSXx  sinx (1 ).
Mit W (x)_(—sinx cosx)’ b—(zex)lstdann

f *( coss sins 1
. s |ds
o \ —sins coss 2¢

sinx + e*(sinx — cosx) + 1
cos X + e*(cosx + sinx) — 2

f ) W™L(s)b(s)ds
0

Und daher die Losung des Anfangswertproblems:

W(x)[y(0) + fo WL(s)b(s)ds] =

[ cosx —sinx sinx + e*(sinx — cosx) + 1
~ | sinx cosx cosx + e*(cos x + sinx) — 2

Tl 1+e

y(x)
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1 11
2. Wir suchen ein Fundamentalsystem zu y’ = AymitA=| -1 0 1 ] Die

1 10
Charakteristische Gleichung ist 0 = det(A — AE) = -A*+ A2+ A -1 =
A =1,my, =2,A;, = -1,m,, = 1. Zu zugehorigen Eigenvektoren sind:

(38

Somit fehlt uns der 3. Eigenvektor. Wir miissen hier die Hauptraumzerle-
gung anwenden. Einen Hauptraum erhalten wir, indem wir ker(A— A4 E)?
betrachten.

0 0 0 0 0 0 1
A-MEP?=[ 2 1 3|=|2 1 3|us=0ev=|1
-2 -1 3 -2 -1 3

Ein Fundamentalsystem ist daher gegeben durch:

2

yih — -1 |e*
1
0

ygz — 1 e
-1

A

vyt o= eZ (A ME)v; =

0 1 1\(1 1+2x
+x| -1 1 1 |[1]=¢] 1-x
1 1 -1J{1 1+x

Also ist die Basis gegeben durch:

2 0 1+ 2x
{[ -1 ]e",( 1 ]ex,e"[ 1-—x ]}
1 -1 1+x
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Bemerkung Im Beispiel liefert auch der Ansatz (A — AIE)v; = v einen
Hauptvektor v;. Denn v; Eigenvektor zu A, so gilt (A — A1E)v; = 0, damit ist
(A = ME)?v; = 0 dugivalent zu (A — E)v; = vy.

O

2.3 Hauptsitze iiber Existenz, Eindeutigkeitund Abhdngig-
keit von Daten

Satz 2.3.1 (von Picard-Lindeldf) Sei f : Rx KN > [t — 6,7 + 8] X B,(19) —
KN, K = RV C stetig, no € KN,7 € Rund 0 < 1,6 < oco. Weiter besitze f die
folgenden Eigenschaften:

(B) If(x, MIl < M < oo Beschrinktheit.
(L) llf(x,m) = f(x, DI < Llln = 7l (partielle Lipschitz-Bedingung)

Fiirallex € [t—=6,1+0], 1,1 € B,(no). Dann existiert auf jeden Intervall [T—¢, T+¢]
mit 0 < & < min{6, 1;} genau eine Losung des Anfangswertproblems y' = f(x,y) auf
[t — ¢, 1+ €l y(t) = no, und diese verliuft ganz in der Kugel B,(1o).

O

Zu diesem Satz gibt es auch eine lokale Version die keine Bedingung der
Form (2.3.1) verlangt, dafiir aber auch keine Aussage tiber die Grof3e des Exi-
stenzintervalls macht.

Satz 2.3.2 (Lokaler Existenz und Eindeutigkeitssatz) Sei f : Rx KN" > D —
KN stetig und beziiglich der IKN™ Variablen lokal partiell Lipschitz stetig auf der
offenen Menge D C R X KN™. Dann gilt:

1. (Lokaler Existenzsatz) Zu jedem Satz von Anfangsdaten (t,1o,...,n-1) € D
gibt es eine Grifle € > 0, so dass auf jedem Intervall [T —e,T+¢e] mit0 < e < g
das Anfangswertproblem y™ = f(x,y, ..., y™ V), yO(t) = n fir0 <l <m-1
eine Losung besitzt.

2. (Eindeutigkeit) Zu jedem Intervall I mit T € I und (1,10, ..., tm-1) € D gibt es
hichstens eine Losung des Anfangswertproblems y™ = f(x,y, ..., y™ ), yO(z) =
N1, 0 <1 <m—1aufl. (Eventuell gibt es auch keine, falls I zu grof$ ist!)
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Bemerkung Dass f beziiglich der KN"-Variablen lokal partiell Lipschitz-
stetig ist, bedeutet nichts anderes, als dass es zu jedem Punkt aus D eine
Umgebung U und ein L < oo gibt, so dass

m—1

FC Yo, - Yeet) = £ Gy o T DI S LYy = 7
1=0

tir alle (x, yo, .., Ym-1), (x, Fo, ..., Im-1) € U gilt. Der Schrankensatz garantiert die
Giltigkeit dieser Bedingung, wenn f(x, vy, ..., Yu-1) beztiglich der Variablen y =
(Yo, ---Ym-1) € KN differenzierbar ist mit lokal beschréankter Norm Dy f (x, y)II,
etwa im Fall D f(x, y) stetig auf D.

O

Die Eindeutigkeitsaussage geht verloren, wenn man auf die partielle Lipschitz-
Bedingung verzichtet und statt dessen nur Stetigkeit fordert.

Satz 2.3.3 (Existenzsatz von Peano) Sei D ¢ R X KN" offen und f : D — KN
stetig. Dann hat jedes Anfangswertproblem y™ = f(x,y, ...,y ), yO(t) = n, fiir
0 <1 <m —1 mit Anfangsdaten (t, 1o, ..., Mm-1) € D lokal eine Losung, das heifst auf
einem kleineren (offenen) Intervall um .

O

Satz 2.3.4 (Maximale Lésung) Sei f : D ¢ R x KN — KN stetig und partiell
Lipschitz-stetig beziiglich der KN-Variablen. Dann gilt:

1. Zu jedem Anfangsdatum (t, 1) € D gibt es ein maximales Intervall Iy, C R
mit T € Iy derart, dass das Anfangswertproblem y' = f(x,y), y(t) = 1o
auf Lnax eine Losung besitzt. Jede Losung des Anfangswertproblems auf einem
Intervall 1 ist die Einschrinkung y|; der maximalen Losung.

2. Imay ist ein offenes Intervall (x_, x,) mit —oo < x_ < T < x; < +00. Bei x — x_
von oben und x — x, von unten verlifit (x, y(x)) jede beschrinkte Teilmenge
A C D, die eine Parallelmenge A, = {(x,y) € R X KN : dist((x,n),A) < ¢} in
D besitzt, auf der f beschrinkt ist, endgiiltig. Das bedeutet, dass (x, y(x)) ¢ A
fiir alle x € (x_, x,) die nahe genug bei x, bzw. x_ liegen. Insbesondere verlift
(x, y(x)) jede kompakte Teilmenge von D endgiiltig.

Beweis

1. Wir definieren Iy, als die Vereinigung aller (Existenz)-Intervalle von
Losungen des Anfangswertproblems und y as die Vereinigung entspre-
chender Losungen. Offenbar ist y wohldefiniert da der Eindeutigkeitssatz
gilt.
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2. Angenommen es gelte x; = sup Inax € Imax. Dann lieSe sich y durch die lo-

kale Losung 7 des Anfangswertproblems i’ = f(x, 7), #(x;) = y(x,) tiber
den Punkt x, hinaus fortsetzen, was der Maximalitidt dieses Intervalls
widerspricht. Das heifst es muss x, = ) Imax & Imax gelten, also L.y offen,
ebenso x_ := inf I, & Inax, SO dass Imax = (x_, x,) offen ist!
Seien nur A und A, wie in der Formulierung des Satzes und M :=
sup [|f|| < co. Angenommen es gdbe eine Folge x, — x; von unten mit
(xn, y(xn)) € A¥Vn € IN. Da A beschrankt ist, muss x, < oco. Gibt es nun
Punkte x € (x,, x;) mit dist((x, y(x)), A) > ¢, so konnte man ein minimales
x;, finden, so dass x;, € (x,,x;) und (x, y(x)) € A, fiir alle x, < x < x], ist
(und bei x;, natiirlich dist((x},, y(x;)), A) gilt). Folglich hat man

1y @Il = 11f (, yeIl < M A [ly(x) = y(ea)ll < Mlx — x|V, < x < .
Da (x,, y(x,)) € A zu (x;,, y(x;,)) einen Abstand > ¢ hat folgt:

(e, Y(xn)) = (5, Y| =
126 = 26,11+ [y Q) = Yyl < (1 + Ml — 2] < (1 + M)(xy —x,) = 0

Bein — oo - somit haben wir dies zum Widerspruch gefiihrt. Die Annah-
me, dass es Punkte x € (x,, x;) mit dist(x, y(x)) > ¢ gibt, fithrt zu einem
Widerspruch fiir grofse n. Also:

dist((x, y(x)), A) < e Aly' ()l < MVYx € [x,, x.),

wenn 7 hinreichend grofs ist. Dies bedeutet insbesondere, dass y € [x,, x.)
eine Lipschitz-Bedingung erfiillt und daher der Grenzwert lim,_,,, y(x) =
n+ nach dem Cauchy-Kriterium existiert. Offenbar ist (x., 1) € ACA, C
D. Wendet man den lokalen Existenzsatz bei (x;,n:) an, dann erhalt
man eine Losung 7 auf [x,,x; + 6] mit einem 6 > 0 und #(x;) = 7,.
7(x+) = ny = lim,,, y(x) setzt die Losung y stetig fort. Aus g'(x;) =
f(xs,ne) = limy,,, f(x, y(x)) = lim,_,,, y'(x) folgt, dass die Fortsetzung
auch stetig differenzierbar ist. Mithin ist § Fortsetzung von y iiber Inax
hinaus, im Widerspruch zur Maximalitidt von I, .x. Somit war unsere An-
nahme, dass es eine Folge x,, — x, mit (x,, y(x,)) € A¥n € IN gibt, falsch,
das heifst es gilt (x, y(x)) ¢ A fiir alle x nahe genug bei x,.

Zum Abschluss iiberzeugen wir uns davon, dass die Argumentation
insbesondere fiir kompakte Mengen A anwendbar ist: Setze M = 1 +
sup, |Ifll < +oo0, U = {z € D : ||[f(2)l < M} offen und U D A, 2¢ :=
dist(A, KN\U) > 0 (da A kompakt). Dann ist A ¢ A.U C D und |[[f|IM auf
A..

O
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Geometrische Interpretation (das Satzes von maximalen Losung) Ist D =
J X G mit G offen in KV, so bedeutet dies im Fall x, < sup y, das die Lésung bei
x — x; gegen den Rand von 0 oder Norm nach gegen oo strebt, oder beides,
und zwar in dem Sinn, dass

(s 1
min{dist(y(x), 6D), m} —0,x > x,.

Satz 2.3.5 (Existenz von Losungen auf einem vorgegebenen Intervall) Sei Jein
Intervallin R, G € KN offen und f : ] x G — KN stetig und partiell Lipschitz-stetig.
Dann existiert die maximale Losung y eines Anfangswertproblems y' = f(x,v), y(1) =
no auf dem vorgegebenen Intervall |, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

1. y(x) ist periodisch: y(x) = y(x+C),C > 0Vx € |, x + C € J; im autonamen Fall
geniigt sogar

Yl +C) = y(x), x € J.
2. Die Losungsbahn {y(x) : x_ < x < x,} hat kompakten Abschluss in G.

3. G = KN und f erfiillt eine lineare Wachstumsbedingung || f (x, y)|| < a(x)lly(x)||+
b(x) Y(x,y) € ] X KN mit stetigen Funktionen a,b : | — [0, ).

4. Die Differentialgleichung ist selbst schon linear, das heifit y' = A(x)y + B(x) auf
J mit A € C°(J, KNN), B € C°(J, KM).

Beweis Man kann ohne Beschrankung annehmen, dass | offen ist, denn an-
sonsten setzt man im Fall x, = sup] € | die Differentialgleichung durch
f(x,y) = f(x.,y) fir x > x, und y € KN auf J U (x.,00) fort. Dabei bleiben
Stetigkeit und auch die partielle Lipschitz-Bedingung erfiillt. Die maximalen
Losungen der fortgesetzten Differntialgleichung ergeben nach Einschrankung
auf | die Maximalen Losungen des urspriinglichen Problems.

1. In diesem Fall ist y((x-,x+)) = y([x,x + C]) kompakt, so dass sich
anwenden ldsst. Im autonomen Fall ist mit y(x) auch y(x) + C Losung. Mit
der eindeutigen Losbarkeit des Anfangswertproblem folgt aus y(x;) =
y(x1 + C) auch bereits y(x) = y(x + C) Vx € [x + C € ].

2. Besitzt y((x_, x+)) kompakten Abschluss A C G, so verlafst y(x) bei x — x,
und x — x_ die kompakte Menge A nicht, also muss nach dem Satz von
der Maximalen Losung x, = sup ], x_ = inf ] sein.

3. Da a(x) und b(x) auf kompakten Teilmengen I C | beschrankt sind, gilt
lf(x, Y)II < ajllyll + by mit Konstanten a;,b; € [0,c0) fiir x € [,y € KV.
Der nachfolgende Abschdtzungssatz garantiert dann, dass die Menge
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{lly(x)llx € I} beschrankt ist. Der Satz tiber die maximale Losung implit-
ziert dann wieder | = (x_, x;).

4. Wegen [|A(x)y + B(x)|l < JA@)Iyll + ||B(x)|| 1463t sich anwenden mit
a(x) = A, b(x) = [IBx)I|.

Satz 2.3.6 (Abschitzung fiir Differentialgleichungen) Sei f : Rx KN > D —
KN stetig auf der offenen Menge D und y : I — K" eine Losung des Anfangswert-

problems y' = f(x,y) auf I, y(t) = 1.

1. Erfiillt die rechte Seite von f eine lineare Wachstumsbedingung

If (e Il < allyll + b),a,b € [0,00) C D,

so gilt:
lyIl < (Inoll + b)e™ ™ —b,x € I.

2. Erfiillt f eine partielle Lipschitz-Bedingung

If(x,y) = f(x, DIl < Llly = §ll, L > 0,

auf D und ist ij € C'(I, D) beliebige Niiherungslisung so ist die Differenz von y
zu i abgeschiitzt durch

Iy - 5l < (& + 0 = £,

auf I, wobei C := ||§(t) — noll die Abweichung der Anfangswerte und y :=

sup, |7 (x) — f(x, y(x))I| der Defekt von §, also die Abweichung von der Diffe-
rentialgleichung bei i, ist.

Beweis

L Aus y' = f(x,y) folgt [ly' (Il = |l f (x, Il < a(lly(x)ll + b).

2. Iy G) =gl = 11 (x, y(0)=FCOll < [1£ (e, y(x))= £ Cx, G+ fx, §(x)) = FOIl <

sup, If )~
Llly(x) = gl +y = Lly(o) = 70l + 1)

Daher folgt in beiden Féllen die Aussage des Satzes aus dem folgenden
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Lemma 2.3.7 (von Gronwall) Angenommen y € C'(I, KN) geniigt der Differenti-
algleichung

1Yll < a(llyll + ),
auf I mit a,b € [0, 00). Dann gilt

ly)ll < (ly(o)ll + b)e™ ™ — b, Vx,Tel

Beweis Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass x > 7 ist. Ansonsten be-
trachte y(—x) als Losung von %y(—x) = —f(—=x, y(=x)). Zundchst formen wir die
Differentialgleichung in eine Integralungleichung um. Das geht wie folgt:

I < Tyl + 1y6) -yl = Iyl + 1 f y(E)dsl] <
< Iyl + f 1y/6)lds < ly(oll + f lly©)ll + b)ds = $(x),

somit folgt

¢'(x) = ally©ll +b) <al@x) +b),  Vr<xel
Fiir b > 0 ergibt sich

"(x
o) <a, Vi<xel

Px) +b

Integration dieser Ungleichung liefert

log(¢p(x) + b) —log(p(t) +b) =

' (PZ;(? bds < fx ads = a(x — 7).

Daraus erhalten wir

B(x) + b < (P(1) + b)e"™™,
und dies gilt auch im Fall b = 0 (lasse b — 0 (von oben) streben). Beachte
nun noch, dass ¢(t) = [|y(7)|]| und nach oberer Ungleichung ¢(x) > [ly(x)|| gilt
und erhalten:

Iyl + b < (ly(o)ll + b)e™?,

also die behauptete Ungleichung im Fall x > 7. O
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Bemerkung

1. Aus (2) des Abschitzungssatzes ergibt sich insbesondere die Eindeutig-
keit der Losung des Anfangswertproblems auf I (y = c = 0).

2. impliziert die Beschranktheit von ||y(x)|| auf beschrankten Teilinter-
vallen von I.

Satz 2.3.8 (Stetige Abhiingigkeit der Lésung von den Daten) Sei f : RXKN —
KN stetig und lokal partiell-Lipschitz stetig beziiglich KN-Variablen, D offen, I = [a, B]
ein kompaktes Intervall. Dann hiingt die Losung des Anfangswertproblems y’ = f(x, y)
auf I, y(t) = no (mit © € 1, (t,10) € D) im folgenden Sinn stetig von t, 1y und f ab.
Zu jeder Losung y : I — KN, Umgebung U von Graph(y) in D, Konstanten C < oo
und € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass die Losung der gestorten Anfangswertproblems
7 = f(x, ), (%) = flo auf I existiert und Abstand < ¢ zu vy besitzt, das heifit es gelte

ly(x) -l <e,  VYxel,

sofern @ € 1, fip € KY sind mit |t — 7| <6, ||no — fioll < 6 und wenn f : D — KN
stetig und partiell Lipschitz-stetig ist mit

(V1) |If = fll < 6 auf U.
(V2) |If = fll < & auf Graph(y) und ||f(x,n) — f(x, /)|l < Clln — 7l auf U.

Beweis Da Graph(y) kompakt ist, gibt es in U einen Streifen A, = {(x, 1) : x €
L |In—yX)|l < o} um Graph(y) herum mit 0 < ¢ < ¢. Man kann g so klein wihlen,
dass y auf [a — g, § + o] fortsetzbar ist, wobei der Graph der Fortsetzung in einer
Parallelmenge U, zu A, liegt, die selbst noch in U enthalten ist, das heifst U, C U.
Auflerdem kann man annehmen, dass M := sup ||f|| < co und dass f auf U, eine
partielle Lipschitz-Konstante L hat (beachte, dass f auf einer Umgebung von
Graph(y) wegen der Kompaktheit von Graph(y) partiell Lipschitz-stetig ist).
Fiir (,7j) € D und f wie in der Vorraussetzung des Satzes betrachten wir im
folgenden die (nicht weiter fortsetzbare) maximale Lésung 7 : (¥, 7,) — KV
des Anfangswertproblems i’ = f(x, ), (%) = fjo. Sei | := [a, ] N (¥_, %,) und
x € | mit der Eigenschaft, dass Graph(#ljz.))C U, ist (fiir x < % vertausche 7 mit
x). Im Fall der Vorraussetzung (1) fassen wir i als Stérung von y auf. Dann
zeigt Teil (2) des Abschidtzungssatzes

1969 = y@I < (- + M,y = sup | - £ D]

[7x]

und somit folgt



KAPITEL 2. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 83

A= [l5(7) - y(@)|l.
Da i’ = f(-, ) 16st, ergibt sich

y =suplf, 9 — ¢, Pl <supllf — fll < SILIIpllf—fII <o

[7.x] U,

Im Fall der Vorraussetzung fassen wir y als Storung von # auf und
erhalten mit Teil (2) des Abschédtzungssatzes

15(x) — y(oll < (% + Ay,

mit y := supy, 4l — Gl A = [[§(7) — y(@)||. In diesem Fall 16st y die
Differentialgleichung y" = f(-, y) und wir erhalten

y =supllf(,y) - fC,pll <supllf — fll < 6.
[7,x] I'(y)
In beiden Fallen ist A < |[no — fjoll + lly(7) — y(?)||. Somit kann man 6 so klein
machen, dass (7fjy) € A, und

ly() = Il < o, also I'(Flzx1) < Ay
wenn x € [ mit I'(#lz) € U, '

Dies bedeutet aber, dass (x, §j(x)) die Menge A, nicht verlassen kann. Bei
x — X,, x — X_muss (x, j(x)) die Parallelmenge A, aber verlassen, denn A,
besitzt selbst eine Parallelmenge U, auf der f beschréankt ist. Im Fall von
hat man ||f|| < |If - ﬂl +Ifll £ M+ 6 auf U,. Im Fall gilt zundchst auf
Graph(y) die Abschdtzung ||f|| <||f - ﬂl +Ifll £ M + 6. Fiir (x,n) € U, hat man
11 Ce Il < LG yCll + 11 Cx, () — £, Il < M+ 6+ Clly(x) =il < M+ 6+ Co.
Also konnen X, %_ nicht in [a, f] liegen, das heifst 7 ist [, f] definiert und
l7(x) — y(x)|| < o < ¢ fur alle x € [a, B].
O

Wir fithren nun eine neue Bezeichnung ein, die es ermoglicht, den Satz
tiber die stetige Abhdngigkeit von den Daten einfacher zu formulieren. Dabei
wollen wir die rechte Seite f nunmehr nicht mehr beliebig stéren, sondern
annehmen, dass f von Parametern p abhingt. Deren Anderung bewirkt die
Anderung von f = f(-,-,p) und damit auch von der Losung y(-, p).

Definition 2.3.9 Sei f : RXKY > D — KN stetig und lokal partiell Lipschitz-stetig
beziiglich der IKN-Variablen auf der offenen Menge D. Die charakteristische Funktion
zur Differentialgleichung y' = f(x,y) ist die Abbildung
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Wert an der Stelle x
(x,7,m) = y(x,t,n) =4 der maximalen Lsg. des .
Anfanfgswertproblems y' = f(x,y), y(t) =1

Der Definitionsbereich {(x,7,1) € RX D : x_(1,17) < x < x.(t, 1)}, wobei
(x_(7, M), x+(1, 1)) das Existenzintervall der maximalen Losung des Anfangswertpro-
blems mit Anfangsdaten (7, n) ist. Die assozierten Abbildung

Wert der Lsg. zur Zeit
O N y(x, T,n) =3 x, diezur Zeit T ,
den Wert 1 hat
heiffen Evolutionsoperatoren. Im Fall einer autonomen Differentialgleichung y' =

f(y) mit einem lokal Lipschitz-stetigen Vektorfeld f : KN > D — KN heiflen die
Abbildungen

Gx i1 (1) = y(x,0,1) = y(x +7,7,1),
Flussabbildungen und die Familie von Abbildungen (¢x)xer (bzw. die Abbildung

(x,1m) = ¢x(1)) der lokale Fluss des Vektofeldes bzw. des Differentialgleichungssy-
stems. Der Definitionsbereich von ¢, ist {n € D : x_(n) < x < x.(n)}, wobei
(x-(n),x+(n)) das Existenzintervall der maximalen Losung mit Anfangswert n zur
Zeit x = 0 ist. Falls P ein metrischer Raum (Parameterraum) ist und f : Dx P — KN
derart, dass fiir jede Wahl von p € P die Abbildung f(-,-,p) die oben an f ge-
stellten Vorraussetzungen erfiillt, so sei mit (x,t,1n) — y(x,7,1,p) die charakteri-
stische Funktion zur Differentialgleichung v = f(x,y,p) bezeichnet. Dann heifst
(x,7,1,p) = y(x,7,1,p) die charakteristische Funktion des parameterabhiingigen Dif-
ferentialgleichungssystems (Definitionsbereich C R X D X P).

O

Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir den Satz iiber die stetige Abhédngig-
keit von Daten wie folgt formulieren:

Satz 2.3.10 (Stetigkeitssatz) Sei D offene Menge in RXKN, P ein metrischer Raum,
f:DxP — K stetig und auf D x P partiell Lipschitz-stetig, das heifit zu jedem
(x0, M0, Po) € DX P existiert eine Umgebung in DX P, so dass || f(x, 1, p) — f(x, 7, p)l| <
Llln — Il gilt fiir alle (x,n, p), (x, fj, p) aus dieser Umgebung und zwar mit einer von
(x, p) unabhiingigen Konstanten L < oco. Dann gilt:

1. Die Lebensdauerfunktion x. : D X P 3 (1,1,p) = x.(7,1,p) € [—00, 0] der
maximalen Losung zu y' = f(x,y,p), y(t) = 1 sind ober-/unterhalbstetig.
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2. Der Definitionsbereich der charakteristischen Funktion (x, t,n,p) = y(x,T,1,p)
ist offen in R X D X P.

3. Die charakteristische Funktion ist darauf stetig.

Bemerkungen

1. sagt aus, dass sich die Lebenszeiten x.(t,1,p) bei Abdnderung von
(7, 1, p) nicht sprunghaft verkleinern bzw. vergrofiern.

2. (2) besagt, dass mit v, = f(x, yo, po) auf [, B], yo(To) = 170 auch die Lésung
des Anfangswertproblems vy’ = f(x,y,p), y(t) = n auf [«a, ] existiert, so-
tern (7, 17, p) hinreichend nahe bei (7o, 10, po) liegt.

3. Setzt man P = {p}, so erhidlt man den parameterunabhingigen Fall; lasse
P,p in den Formulierungen einfach weg.

Weitere Anmerkungen

1. Fir die charakteristische Funktion einer Differentialgleichung v’ = f(x, y)
hat man folgende Identitéten:

i) y(r,t,n) =n.
(ii) y(7,x, y(x, 7, 1) = 1.
(iii) y(x,s,y(s,t,1n) = y(x, 7, 7).

Dies giltjeweils, wenn die linken Seiten definiert sind. besagt, dass die
Losung x — y(x, 7,17) des Anfangswertproblems mit Anfangsdaten (7, 1)
eben den Wert 1 bei 7 annimmt. bedeutet nichts anderes, als dass
die Vereinigung der Losung y auf [7,s5] des Anfangswertproblems mit
Anfangsdaten (7, 7) mit der Losung [s, x] des Anfangswertproblems mit
Anfangsdaten (s, y(s)) eben gerade die Losung auf [7, x] des Anfangswert-
problems mit Anfangsdaten (7, 7) ist, wenn 7 < s < x. gilt aber auch
ohne diese Einschriankung. ergibt sich aus mit Hilfe von (Ti).
Ersetze (x,s) durch (7, x). Finde Evolutionsoperatoren ¢, (1) := y(x,7,1)

mit Bedeutung von (Ti)-(Tiii):

(i) ¢ = idgny (auf Definitionsbereich ¢, ).
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(ii") ¢rx 0 Py = idgn (auf Definitionsbereich ¢, .).
(iti") Prs © Pse = Pxc (auf ;L Def. ).
Im autonomen Fall y’ = f(y) miteinem lokal Lipschitz-stetigen Vektorfeld

f: KN > D — K besitzt die charakteristische Funktion y(x, 7, ) noch
die zusétzliche Eigenschaft:

y(x+s,7,1n) =yl 1—5,1),

(wenn eine der beiden Seiten existiert), denn mit y(x) ist auch #(x) =
y(x + s) tiir festes s € R Losung und wenn y(t) = nist, so gilt j(t —s) =1,
das heifit i 16st das Anfangswertproblem i = f(#), (7 — s) = n. Fiir die
Evolutionsoperatoren bedeutet dies:

¢x+s,’[ = ¢x,'r—s = be,O-

Die Abbildung ¢, hatten wir gerade als die lokale Flussabbildungen ¢,
des Vektorfeldes f bezeichnet. Sie erfiillen die Axiome eines lokalen Flusses.

2. (") ¢ =1idp.
(ii”) ¢-x = ¢! (insbesondere Bild(¢p,) = Def(¢-,)).
(i) Gx 0 s = v (auf ¢;1(Bildghy)).

O

Zum Abschluss dieses Kapitels bemerken wir noch, dass die Abhéngig-
keiten der Losungen von Differentialgleichungen v" = f(x,y,p), x(t) = n von
Daten unten entsprechenden Vorraussetzungen an f sogar differenzierbar sind.

Satz 2.3.11 (Differenzierbarkeitssatz, ohne Beweis) Sei D offen in R x KN, P
offen in einem normierten Raum F, Q metrischer Raum, f : DXPXQ 3 (x,y,p,q) -
f(x,y,p,9) € KN stetig und m € N U {co}. Weiter sei y(x,T,1,p,q) die charakteristi-
sche Funktion zur Differentialgleichung y' = f(x,y,p,q). Dann gilt:

1. Ist f beziiglich (y,p) (bei festem (x,q)) m-fach differenzierbar und sind die
Ableitungen nach (y,p) bis zur Ordnung m stetig auf D X P X Q, so besitzt
y(x, 7,1, p,q) stetige Ableitungen bis zur Ordnung m nach (n, p) auf dem Defi-
nitionsbereich der charakteristischen Funktion.

2. Hat f beziiglich (x,y,p) (bei festem q) zusitzlich stetige Ableitungen bis zur
Ordnung (m — 1) auf D X P X Q, so ist y(x, 7,1, p,q) sogar nach (x,t,1,p) m-
fach differenzierbar auf dem Defitionsbereich der charakteristischen Funktion.

O
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2.4 Autonome Systeme

Unter einem autonomen Differentialgleichungssystem versteht man ein Sy-
stem der Form

¥ =Fy), (2.21)
wobei F : KN > D — KV ein (lokal) Lipschitz-stetiges Vektorfeld auf der
offenen Menge D ist. Bezeichnet y(x, 7,17) die charakteristische Funktion zu
diesem System, so hatten wir die Abbildungen ¢, : 1 = ¢.(17) = y(x,0,7)
Flussabbildungen genannt. Die Familie von Abbildungen (¢y).er (bzw. die
Abbildung (x,7n) = ¢«(1)) wird lokaler Fluss des Vektorfeldes F genannt.
Der Definitionsbereich von ¢, ist dann {n € D : x1) < x < x.(n)} wobei
(x-(1),x+(n)) das Existenzintervall der maximalen Losung des Anfangswert-
problems y" = F(y), y(0) = n ist. Der Fluss (x, 1) = ¢(x, 1) = ¢x(n) ist dann auf
Q = Uyep(x-(17), x+ (1)) X {n} definiert.
Wir wissen bereits, dass die lokalen Flussabbildungen die Axiome eines lokalen
Flusses erftillen:

¢o = idp
¢ = P
Pxor = Qrx)

Ist F m-fach stetig differenzierbar, so sind die Flussabbildungen von der
Klasse C" auf ihrem Definitionsbereich.

Beispiel i’ = 1+ y? auf R. Dann ist fy ?é") do. = x — xo und arctan(y(x)) —

) 1+02
arctan(y(xp)) = x — xp. Somit folgt

y(x, xo,1) = tan(x — xy + arctan( y(xo) )).
——
n

Die Lebensdauerfunktionen x.(xo, 1) ergeben sich zu xy — arctann + 7 und
das maximale Existenzintervall I,,,,.(xo, 17) ist

i
Linax(x0, 1) = (xo — arctann — E ,Xg —arctann + E)'

Der lokale Fluss ergibt sich mit xy = 0, also

¢«(n) = tan(x + arctan ), Vx € (—arctann — g, —arctann + g),

d.h. x.(n7) = —arctann + 7.
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Definition 2.4.1 (1) Fiir n € D heifSen die Bildmengen (der maximalen Losung) des
autonomen Systems mit Anfangswert n € D

Om := {px,n):x(n) <x<x:(M} = O, 1),
O*(n) = {p(x,m:0<x=<x:(n),
O~ (n) {p(x, 1) s x_(n) <x <0},

Orbit (oder Trjaktorie) bzw. Bahn des autonomen Systems durch 1 bzw.
positiver / negativer Halborbit (Halbtrajektorie, Halbbahn) durch n. Die Menge
aller Trajektorien wird Phasenportrait genannt.

(2) no € D heifit Singulirer Punkt des Vektorfeldes F, wenn F(ny) = 0. Ist 1o sin-
gulirer Punkt von F, so nennt man 1y auch Ruhelage bzw. Gleichgewichtslage des
autonomen Systems.

(3) Ein Punkt n* € D heifit w-Grenzpunkt von 1, wenn eine Folge (x,)uen in
[0, 00) gibt mit lim, e X, = 00 und lim,_,e ¢y, (1) = 1*. Ein Punkt n, € D
heifit a-Grenzpunkt von 1, wenn es eine Folge (x,)qen in (—o0,0] gibt, so dass
lim,, e X, = =0 undlim,_,o @y, (1) = n. gelten. Die Menge aller w-Grenzpunkte
/a-Grenzpunkte von nwird mit w(n), a(n) bezeichnet und w-Limes-bzw. a-Limes-Menge
genannt.

Beispiel Betrachte das ebene autonome System

Y ) =( ° é)y(x)+y(x)(1—|y(x)l2), (2.22)

wobei y(x) = (11(x), y2(x)) € R?ist. Indem man das Skalarprodukt von (2.22)
mit y(x) bildet erhélt man

& 2 0OP = Y@L~ ly(P),
Dies ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die Funktion p(x) =
ly(x)|?, die man explizit 16sen kann. Aus p’(x) = 2p(x)(1 — p(x)) folgt ndmlich
p'(x) _
2p(x)(1 = p(x))
und durch Integration von 0 bis x folgt
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PO s 1 fp("’ 1 1 1 s
=x== [ (c+—)ds=slog—I",
‘[po 25(1 — s) 2J, s 1-s 2 1-sf

wobei pg = p(0) = [y(0)]* = |nl* ist.

% _ Po
:>1_p(x)—1_poexp

Fiir |y(x)| folgt damit

Po
po + (1 — po) exp(—2x)

(2x) & p(x) =

Nl
VI + (1T = P exp(—2x)

ly(x)| =

Setze nun | = ( 0 1 ) Dann ist [ = —id und Jy(x)y(x) = 0. Aus (2.22

-1 0
ergibt sich damit y(x)Jy’(x) = y(x) ]Zy(x) + y(x)Jy(x)(1 - |y(x)|2). Also folgt y,y; —
—

~ly()P 0

Yiy2 = =ly(x)P.
Ebene Polarkoordinaten

y(x) = |y(x)|(cos p(x), sin p(x)) = /p(x)(cos @(x), sin ¢(x))

eingesetzt ergibt

d
(% Vp() sing(x) + /p(x)@’(x) cos p(x)) y/p(x) cos p(x) —
d
—(5 Vpx) cos p(x) — +/p(x)p’(x) sin p(x)) 4/ p(x) sin p(x) =
= p()@’(x) = —p(x).
Also ¢’(x) = =1 und @(x) = @ — x wobei a = @(0) — arg(n) ist. Damit ergbit
sich die Allgemeine Losung
Il
VInP + (1 —nP) exp(—2x)

Indem man |n| und a via (11,12) = n ausdriickt erhdlt man mit Hilfe von
(m1,1m2) # 0

Y = (cos(a — x),sin(a —x), 1= Inle®.

D cosx + —2—sinx

1 e \ /qz 2
— 17 17
]/(x) - 2 m Sin x .

COs X —

2 2 2 2\ ,—
\/771 +1;+ (1 -1~ 722)6 2 Vi+m; e+
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Damit ist der Fluss durch

cosXx +

2
P(x, m, M) = V”l”’z V’,’,lﬁ"z . . (2.23)
1 > 2COSJC— > 2Sll’l.x
\/ +(,] Zf i e+

tir (m1,m) € R2#0 gegeben. Aus dieser Darstellung entnimmt man, dass
der Definitionsbereich des Flusses gerade die Menge

1 1
Q=Rx{(n,m) € R?: 72:12 + 77% <1u U (E log(1 - m)/ 00) X {(m,1n2)}
2

(2.24)

ist. Flir 1,1, # 0O stellt der 2. Faktor in (2.24) eine Drehung im positiv

durchlaufener Zeit in mathematisch negativer Richtung (entgegen dem Uhr-
zeigersinn) dar. Aufierdem liest man der Losungsformel ab:

e Ist 3 + 15 = 1, so ist der 1. Faktor gegen 0 bei x — —co und gegen 1 fiir
X — 400, ohne jedoch 0 oder 1 zu werden.

e Ist0 < nf + 15 < 1, so strebt der 1. Faktor gegen 0 bei x — —co und gegen
1 fiir x — +o0, ohne jedoch 0 oder 1 zu werden.

o Ist n7 + > 1, so strebt der 1. Faktor gegen oo fiir x — x_(11,1m2) =
T+ &€& iy
1log(1 - _n) Fiir x — oo strebt er gegen 1, ohne 1 zu werden.

Das heifst es ergeben sich 4 Typen von Orbits:

e Der einpunktige Orbit {(0, 0)} (Ruhelage des Systems).
e Spiralen in {(n;, 1) € R*: 0 < 13 + 15 < 1}.

e Die Einheitskreislinie {(n1,7,) € R* : n + 15 = 1}.

e Spiralen in R*\{(ny,72) € R* : 17 + 15 < 1}, die sich bei x — co der
Einheitskreislinie ndhern und bei x — x_(11, 12) unbeschrankt werden.

Der expliziten Losungsformel entnimmt man aufSerdem:

e Der kritische Punkt 0 hat die @#-und w-Limesmenge {(0, 0)}.

e Alle Punkte mit 0 < |(11,12)| < 1 besitzen die a-Limesmenge {(0,0)} und
die w-Limesmenge {(11,17,) € R* : 2 + 15 = 1}.

e Alle Punkte auf der Einheitskreislinie 5;(0) = {(11,72) € R* : n + 15 = 1}
besitzen die a-und w-Limesmenge 5;(0).

o Alle Punkte mit |(1;, 12)| > 1 haben die w-Limesmenge S;(0).



KAPITEL 2. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 91

Der folgende Satz ist eine unmittelbare Konsequenz des Satzes {iiber die
maximale Losung.

Satz 2.4.2 (Randverhalten der Orbits) Sei D c KN offen, F : D — KN Lipschitz-
stetig. Dann gilt fiir die Halborbits O*(n) des autonomen Systems y" = F(y).

(1) Ist O~(n) bzw. O*(n) in einer kompakten Teilmenge von D enthalten, so ist
x_(1) = —00,x.(1) = +o0.

(ii) Ist x,(n) < oo, so ist O*(n) unbeschrinkt oder es gilt D N O*(n) # 0. Genauer
hat man

min{dist(¢«(n), dD), ;} — 0, bei x — x.(n).

1+ [ly@)ll
(iii) Ist x_(n) > —oo, so ist O~ (1) unbeschrinkt oder es gilt ID N O~(n) # 0. Genauer
hat man
1
min{dist(¢,(n),dD), ———} — 0, bei x — x_(n).
dist(32(1), D), ) o

Lemma 2.4.3 Je zwei Orbits eines autonomen Systems, die in einem Punkt iiberein-
stimmen, sind gleich.

Beweis Sei & € O(11) N O(112), etwa & = (s, 1) mit s € L(171). Dann gilt fiir
X € Lyax(E) = Luax(P(s, 1)) einerseits s + x € L,,,(171) und andererseits ¢(x, &) =
¢(x +s,m1), also O(11) D O(&). Fiir die umgekehrte Inklusion bemerken wir,
dass —s € I,;,x(£), also auch

O(¢) 3 ¢(_S/ &) = ¢(_S/ (P(S, 171)) = QD(O/ 771) =T-

Daraus folgt O(m1) € O(&), das heifst O(E) = O(11) und entsprechend O(¢) =

O(12)-
O

Definition 2.4.4 1 € D heif$t periodischer Punkt mit (Minimal-)periode T > 0, wenn
¢(t,n) = nund P(x,n) # 1 fiir x € (0,T) gilt. Ein Orbit O(n) heifst geschlossen
(periodischer Orbit), wenn 1 ein periodischer Punkt ist.
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Bemerkung (Singuldre Punkte)

Ist n € D ein singuldrer Punkt von F, so gilt ¢(x,1) = n fiir alle x € R.
Umgekehrt folgt aus ¢(x, 1) = n fiir alle x (nahe 0 reicht)

0= (1) = E(ge,1) = F().

Das heifst die kritischen Punkte von F sind genau die Gleichgewichtslage von
¢, also des zugehorigen Flusses.
O

Satz 2.4.5 (Klassifikation der Orbits) Sei D c KN offen und F : D — KV
Lipschitz-stetig, n € D. Dann hat man fiir den Orbit O(n) folgende Moglichkeiten:

(D) Luax(n) = (x-(1), x+(m) = R und O(n) = O*(n) = {n}.

(2) Luax(n) = Rund ¢(-, n) ist nicht-konstant und periodisch, das heifst der Orbit O(n)
ist ein periodischer Orbit mit O(n) = O*(n) # {n}.

(3) ¢y() = ¢(,1n) : Lusx — D ist injektiv, das heifit der Orbit wird durch eine
Doppelpunktfreie Kurve ohne Endpunkte parametrisiert.

Beweis Angenommen ¢(-, 1) ist nicht injektiv, so gibt es x1 < x; € L (1),
so dass ¢(x1,1) = ¢P(xz, 7). Der Satz tiber Losungen auf einem vorgegebenen
Intervall zeigt, dass I.x(17) = R sein muss. Die Flussaxiome zeigen aufserdem
mit T := xy — x; > 0 mit

Px+T,m) = Px+x2—x1,1) = Px —x1,P(x2,1))
= @x —x1,P(x1,1) = P(x —x1 + x1,1) = P(x, 1),

das heifdt ¢(-,n) ist periodisch mit Periode T > 0. Nun ist ¢(-, 1) entwe-
der konstant und damit O(1) = {n} oder aber ¢(-, 1) ist periodisch und nicht
konstant. Im zweiten Fall sei T* > 0 die Minimalperiode von ¢(-, ). Dann hat
man

O*(n) c O(n) = (R, 1) = ([0, T"],n) € O* (1),

also O*(n) = O(1n) und ebenso = O~(n).
|

Im Fall D = R? kann man die Bestimmung der Orbits eines autono-
men Systems ¥y’ = F(y) auf das 16sen einer skalaren Differentialgleichung
zuriickfiithren. Allerdings muss man dabei einen Informationsverlust in Kauf
nehmen, denn die Abhédngigkeit der Parametrisierung der Orbits von x bleibt
bei dieser Methode unberiicksichtigt.
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Satz 2.4.6 (Geometrie der Orbits) Sei D C R? ein Gebiet und F = (F,,F,) : D —
R? Lipschitz-stetig. Dann gilt fiir das zugehirige autonome System y' = F(y), das

heiit (v, y5) = (F1(y1, y2), F2(y1, y2)) sowie ) = (11, 12) € D:

(1) Ist F1(y) # O fiir alle y € D, stimmt der Orbit iiberein mit den Graphen der
maximalen Losung des Anfangswertproblems

du _ Fo(v,u) 3
do - Pl(v, u)/ M(Th) =12,

u = u(v). (2.25)

(2) Ist Fy(y) # 0, so stimmt der Orbit O(n) iiberein mit dem Grapehn der maximalen
Losung des Anfangswertproblems

d_’() _ P].(U/ u)
du  Fy(v,u)’

o) =M, 0= o). (2.26)

Beweis Sei Ly = Lu(1) und @ = (@1, 92) = O, 1) : Ly — R? die maximale
Losung von iy’ = F(y), y(0) = 1. In Komponenten gilt dann @] = Fi(¢1, ¢2),
@, = Fa(p1,@2) mit ¢1(0) = 1, ¢2(0) = np. Betrachte Fall Q@[), (2.26) geht
analog. Nach Vorraussetzung gilt ¢’ (x) = Fi(¢(x)) # O fiir alle x € I,,,,. Nach
dem Zwischenwertsatz ist ¢; dann streng monoton. Somit besitzt ¢; eine auf
©1(Lnax) definierte Umkehrfunktion @' : @(Iyax) = Ly, fiir die o' (m1) = 0. Fuir
den Orbit O(n) hat man

{(§01(x)/ (PZ(X)) ‘X € Imux}
{(¢1(¢I1(U))r @2(@I1(0))) HEORS qol(lmux)}
{(U, @2(@{1(0))) tve (Pl(Imax)}'

O(n)

Damit bleibt zu zeigen, dass i = @, © ¢;' : @1(Iu) = R eine Losung des
Anfangswertproblems aus (2.25) ist. Differentation liefert:

d_(P(v) _ P3(¢7' (v)) _ Fao(o1(971 (), 92971 (v)))
v P11 @) Fulei(er @), 929y @)
_ BEYE)
B m’ Vo e (Pl(Imax)/

das heifdt ¢ ist Losung des Anfangswertproblems. Zu zeigen verbleibt die
Maximalitdt von . Angenommen 1 ist nicht maximal, berechne ¢ die maxima-
le Fortsetzung von 1. Diese sei zum Beispiel im rechten Randpunkt von ¢1 (I;ax)
definiert. Ohne Einschrankung sei ¢; streng monoton wachsend (andere Fille
analog). Dann gilt
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O (n) = T(Wlig0) C r(lzjhnwr]) cD,

das heifst O* (1) ist in einer kompakten Teilmenge von D enthalten. = x,(n) =
o0. Da ¢, streng monoton wachsend ist, folgt lim,_,., ¢1(x) = v,. Sei N € N, so
dass @i(x) > v, — 1 fiir alle x > N. Mit dem Mittelwertsatz folgt, dass

P —p-10) _1
n n
tur alle x,, € [2,2n]. Lasse nun n — oo streben. Somit folgt

7

0<@'(xy) =

0< Fl(vr/ F(vr)) = rlll_)n; Fl((Pl(xn)/ (PZ(xn)) = 21_)1'?0 (Pi(xn) =0.

Dies ergibt den gewiinschten Widerspruch - somit folgt, dass i die maxi-
male Losung des Anfangswertproblems (2.25) ist.
O

Bemerkung Die im letzten Satz gemachten Vorraussetzungen 0 ¢ F;(D) bzw.
0 ¢ F5(D) sind meist nicht erfiillt. Die Vorgehensweise in diesem Fall ist:

benutzt man auf den (offenen) Zusammenhangskomponenten von F;* (0, o)
und F;'(—oc0,0), wogegegen auf den Zusammenhangskomponenten von
F;%(0, c0) und F,'(—c0,0) angewendet wird. Da sich die so erhaltenen Gebiete
tiberlappen, kann man durch Zusammensetzen der entsprechenden Orbits alle
nicht-kritischen Orbits konstruieren.

O

Beispiel (Das mathematische Pendel) Die ungeddmpfte Schwingung eines
idealen Pendels in der Ebene (Massepunkte der Masse m an einem Masselosen
Stab der Lange [) wird beschrieben durch die Differentialgleichung 2. Ordnung;:

/7

y' = —% sin y. (2.27)

Dabei steht g fiir die Erdbeschleunigung und y fiir den Auslenkwinkel aus
der Ruhelage. Setzt man w = \/%, so erhdlt man

Yy +w’siny=0,  yx) =y.

In der Physik ersetzt man fiir kleine Auslenkungen des Pendels siny ~ v
und reduziert das Problem so auf eine skalare lineare Differentialgleichung 2.
Ordnung mit den Koeffizienten y”” + w*y = 0 mit charakteristischen Polynom

A2+ w? =0.
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Zugehoriges System 1. Ordnung:

)= o))

besitzt dasselbe charakteristische Polynom, denn det( a/}z -1

_ 12 2
1 )—A + w”.

Es gilt:

0 1)\_[ cos(wx) Isin(wx)
P\ 2 | —wsin(wx) cos(wx) |
Damit folgt fiir die Allgemeine Losung
y1(¥)\ _ [ Acos(wx) + £ sin(wx)
y(x)) | —Awsin(wx) + B cos(wx)

Dies ist eine lineare Pendelgleichung und wird durch y(x) = A cos(wx) +
B sin(wx) geldst, wobei sich A, B aus den Anfangsbedingungen bestimmen
lassen. Genau ist y(0) = A, y'(0) = B. Wegen

), A,BeR.

B2

2
(X
2+@:A2+—2,
w w

y1(x)

lassen sich die Bahnkurven (y1(x), y2(x)) als Ellipsen im Phasenraum para-
metrisieren.

Im folgenden Wollen wir die Orbits der urspriinglichen Differentialglei-
chung mit Hilfe des letzten Satzes bestimmen. Das zu v = —w? sin y assozierte
System 1. Ordnung ist

V=vyi=p=Fiy,y), v,=-w’siny = F(y1, 1),

wobei (y1,12) = (y1(x), y2(x)) ist. Die Mengen PIl(O, 00) = IR X (0, 00) und
F;'(—00,0) sind offenbar Gebiete. Mit (2.25) des vorherigen Satzes stellen wir
die zugehorige Differentialgleichung auf.

d Fy (v, —w?si d
u =u(v), % = FiEZ,Z; == ;mv o wQSinv+u£ =0
= dv(zu w-cosv) = 0& 2u (v) — w” cosv = >

wobei § > —w? sein muss, also ¢ + 2w® > 0. Auflésen nach u(v) ergibt als

Orbitstiicke in der oberen bzw. unteren Halbebene die Graphen der Funktionen
u(v) = + Ve + 2w? cos v auf gegebenen Definitionsbereichen (abhédngig von c).
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Die Zusammenhangskomponenten von F,*(0, o) sind die vertikalen Streifen
((2k—1)7, 2kr) x R mit k € Z, die von F;' (-0, 0) die Streifen (2km, (2k+1)1) X R,
k € Z. Die assozierte Differentialgleichung ist jetzt

dv u , . dv d 1, 2
d_u:m(:)u—i_w smvd—u:O(:)E(Ev —w cosu) =0,

mit v = v(u). Auflésen nach v ergibt also die Orbitstiicke der Differential-
gleichung (in den verschiedene Eindeutigkeitsbereichen der arccos-Funktion).

1
o(u) = arccos(ﬂ(u2 -0)), ceR.

Zu den Durchschnitten der in und betrachteten Gebiete (hier
sind sowohl F;, als auch F, ungleich Null), sind die in und ge-
fundenen Losungsfunktionen gerade invers zueinander (immer zum selben
c) - beachte die Identifikation u = y,,v = y; - wir erhalten 4 verschiedene
Orbittypen:

(1) Die kritischen Punkte sind (kmt,0), k € Z.

(2) Fiirc > 2w? sind die Orbits Graphen der Funktionen y,(y;) = £ +/c + 2w? cos v,
die auf ganz R definiert sind, das heifst die Orbits sind injektiv und nicht
periodisch.

(3) Fiirc = 2w?sind die Orbits gerade die Graphen von y»(1/1) = £ /20?2 + 2w? cos 1
tber den Intervallen ((2k — 1)7, (2k + 1)7). Bei y1 — (2k — 1)mt, bzw. y; —
(2k + 1)1 streben diese gegen den kritischen Punkt ((2k + 1)7t, 0). Sie sind
ebenfalls injektiv und nicht periodisch.

(4) Fiir —2w? < ¢ < 2w? sind die Orbits periodisch. Fiir k € Z sind sie zusam-
mengesetzt aus den vier sich tiberschneidenden Graphen der Funktionen:

YVor = (2km— arccos(—ziwz), 2k7t + arccos(—ziwz)) - R,

Yor(y1) = Lfc+2w?cosy,

Ve (= Ve +2w2, Ve + 2w?) - R,

1
Viz(y2) = 2km+ arccos(ﬁ(y2 -0)).

Der arccos entspricht dem Hauptzweig desselben mit Werten in (0, 7).
Schliefdlich kann man die Orientierung (also den Durchlaufsinn) noch aus der
ersten Gleichung y; = y, ablesen. Fiir y, > 0 verlaufen die Orbits in positiver
y1-Richtung, fiir y, < 0 dagegen in negativer y;-Richtung.

O
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Im folgenden betrachten wir nochmals die im letzten Satz (unter den dor-
tigen Vorraussetzungen) hergeleiteten (impliziten) Differentialgleichungen:

d_u_FZ(U/u) d_v_ Fl(vlu)
dv  Fi(v,u)’ du  Fy(v,u)

mit v = v(u), bzw. u = u(v). Diese Gleichungen sind dquivalent zu

du do
Fi(o, u)% — Fy(v,u) =0, Fy (o, u)@ —Fi(v,u) = 0.

Ziel ist es, solche ebenen autonomen Differentialgleichungen zu studieren,
bei denen die assozierten Differentialgleichungen fiir die Orbits exakt sind.

Definition 2.4.7 Sei D C R? ein Gebiet und F : D — R? Lipschitz-stetig. Dann
heif$t das autonome System y' = F(y) (ebenes) Hamiltonsches-System, wenn es eine

C!-Funktion H : D — R gibt, so dass gilt:

JH JH
—— 1, ¥2) = —F2(y1, v2), =— (1, v2) = Fi(y1, y2), Y(y1,v2) € D. (2.28)
8]/1 9]/2

H heifst Hamilton-Funktion.

Satz 2.4.8 (Ebenes Hamiltonsches-System) Unter der zuvor gemachten Vorraus-
setzung sei y' = F(y) ein Hamilton-System und H : D — R eine zugehorige
Hamilton-Funktion. Dann ist H lings jeden Orbits konstant, das heifit es gilt

H(p(x,m)=H(n),  YneD, x€lu(n).

Beweis Sein € D und ¢ = ¢(-, 1), also ¢’(x) = F(p(x)) fiir x € L. (n). Ditfe-
rentation von H o ¢ zeigt dann

d oH oH
——Ho px) = a—yl(qo(x))(p{(x) + a—yZ((P(x))(Pé(x)
oH oH

= 8_%((P(x))F1((P(x)) + a—yz(qa(x))Pz((P(x))
= —Fy(@®)F1(p(x)) + F1(¢(x))Fa(p(x)) = 0.

Somit ist ist H o ¢ = const. auf L,.(1). Wegen H o ¢(0) = H(n) folgt die
Behauptung.
O
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Hamiltonsche-Systeme sind fiir die Orbits die direkte Entsprechung exakter
Differentialgleichungen, denn ist H die Hamilton-Funktion des autonomen
Systems vy’ = F(y), so sind die Differentialgleichungen fiir y;(y,) und y(y1)
exakt und haben beide H als Stammfunktion, denn:

d JH JH
2 H(y,, 2 (1, 12(0)) + 2= (s, ’
v, (1, y2(11)) Em (Y1, y2(y1)) 8y2(y1 Yv2(y1))y5

dyz
= =Fy)(y1, y2(y1)) + F1(y1, yz(yl))d—yl,

und ebenso

d JH JH
_H ’ Y 12 4 + = 7
Iy, (y1(y2), y2) o (v1(v2), v2)y3 s (v1(y1), y2)

d
= —F(n(y), yz)d—il + Fy(1(12), ).

2

Die Orbits sind daher Teilmengen der Niveaulinien von H. In nicht-kritischen
Punkten 1 € G ldsst sich die implizite Gleichung H(y1, v») = H(1) mit dem Satz
tiber implizite Funktionen lokal nach mindestens einer Variablen y; oder y;
auflosen, so dass sich der Verlauf der Orbits jedenfalls lokal bestimmen l&sst.

Bemerkung Bestimmung der Orbits von Hamilton-Systemen: Zunéchst te-
stet man, ob ein Hamiltonsches-System vorliegt, das heifit ob die Differential-
gleichung

=F>(y1, v2) + F1(y1, y2)y, = 0
exakt ist. Auf sternférmigen Gebieten D C R? ist die Integrabilitdtsbedin-
gung
aPl _ an
ayl(yl’yz) - 8y2(]/1,]/2)

dafiir notwendig und hinreichend. Die Hamilton-Funktion bestimmt man
durch Integration ldngs eines (beliebigen) Weges von (y10,120) € D nach

(y1,y2) € D tiber
-F,
( F, )dy B

Ist H bestimmt, so setzt sich fiir 1 € D die Niveaumenge {(y1, y2) € D, H(y1, y2) =
H(n)} = Nn aus Orbits von Losungen zusammen. Insbesondere enthilt sie den
Orbit O(n) durch .

H(y1,y2) = const. + f

Cy1, 41,0

O
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Beispiele in den Ubungen.

Zum Abschluss des Kapitels studieren wir noch die linearen ebenen auto-
nomen Systeme

y =Ay, AeR¥™.

Zunichst bemerken wir Konjugiert man A mit Hilfe einer reguldren Matrix
T auf die Form T'AT, so bleiben die Eigenwerte unverdndert und w := Ty
16st das autonome System w’ = T'y’ = T7'Ay = T 'ATw. Dies zeigt, dass
man bei der Analyse des Systems iy’ = Ay sich auf die Betrachtung jeweils
eines Reprisentanten aus jeder Ahnlichkeitsklasse von reellen 2 x 2-Matrizen
beschreiben kann. Diese wahlen wir in reeller Jordan’scher Normalform. Dabei
ergeben sich 4 Fille:

(1) Besitzt A zwei verschiedene reelle Eigenwerte g, 0 so ist A dhnlich zu B =

(62)

(2) Besitzt A einen doppelten reellen Eigenwert o mit zwei linear unabhéngigen

Eigenvektoren, so ist A dhnlich zu B = ( 8 g )

(3) Besitzt A einen doppelten reellen Eigenwert ¢ mit nur einem linear un-

abhingigen Eigenvektor, so ist A dhnlich zu B = ( g ; )

(4) Besitzt A einen konjugiert komplexes Eigenwertpaar p+io, o0 # 0soistA

dhnlich zu B = ( ¢ o )

Wir diskutieren jeden dieser 4 Félle in der Normalform w’ = Bw. Dabei
miissen wir noch unterscheiden ob B reguldr oder singuldr ist.

FallI B ist reguldr, dannist (0, 0) der einzige kritische Punkt.

0
der zugehorige Fluss und O(&, 1) = {(€exp(ox), nexp(ox)) : x € R} sind die
assozierten Orbits. Neben der Ruhelage (0,0) erkennt man sofort, dass die
4 offenen Halbachsen Trajektorien sind. Dies entspricht & = 0,7 # 0 oder
& # 0,1 = 0. Fiir die restlichen Punkte (&,7) € R?> mit & # 0,17 # 0 hat man
(leichte Umformung):

Fall .1 B = ( ¢ 2 ) In diesem Fall ist ¢(x, &, 1) = (& exp(ox), nexp(ox))
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O, n) = {(:’/1/77(%)%) : % > o}.

Die Unterscheidung der Vorzeichenvarianten von g und o, ohne Einschrankung
sei p < 0 (ansonsten vertausche y; und y,) fithrt zu folgenden Unterféllen:

(@) 0 <o < 0: stabiler (zwei-tangentiger) Knoten in (0, 0).

(b) 0 <0 < o: Sattelpunkt.

(c) 0 < g < o: instabiler (zwei-tangentiger) Knoten in (0, 0).

Fall .2 B = 8 2) mit p € R # 0. In diesem Fall ist ¢(x,&, 1) =

(& exp(ox), nexp(ox)) und O(E, ) = {(E exp(ox), nexp(ox)) : x € R}. Wiederrum
sind die 4 offenen Halbachsen Orbite. Fiir die restlichen Punkte (&, ) € R? mit
& # 0,1 # 0 hat man O(&,n) = {(y1, gyl) : yé—l > 0}. Vorzeichenunterscheidung
von g fiihrt zu folgenden Unterféllen:

(a) o < 0: stabiler (vieltangentiger) Knoten in (0, 0).

(b) o > 0: instabiler (vieltangentiger) Knoten in (0, 0).

Fall1.3 B = ( g ; ) mit o € R # 0. Fiir den Fluss und die Orbits gilt nun:

P(x, &,m)
O, 1)

(€ exp(ox) + nx exp(ox), n exp(px)),
{(& exp(ox) + nxexp(ox), nexp(ox)) : x € R}.

Setzt man 1 = 0, so sieht man, dass neben der Ruhelage (0,0) die beiden
offenen Halbachsen IR, X {0} und R_ x {0} Orbits sind. Fiir  # 0 erhélt man
nach Umformung

'3 Y2 Y2 Y2
O, n) ={(Zy, + —=log —,15) : = > 0}.
(&n) (nyz 0 g 1 Y2) 0

Die Unterscheidung der Vorzeichenmoglichkeiten von g fiihrt zu folgenden
Unterféllen:

(a) o < 0: stabiler (ein-tangentiger) Knoten.

(b) o > 0: instabiler (ein-tangentiger) Knoten.
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Falll4 B = ( € g ) mit g,0 € Rund o # 0. Fiir den Fluss und die Orbits
gilt dann

P(x, &, n) = e’ (Ecosox,ncosox — Esinox),  O(E,n) = {P(x, &, 1), x € R}

Die Unterscheidung der Vorzeichen von ¢ und o fiihrt zu folgenden Un-
terfallen:

(a) o < 0: Stabiler Strudel mit positiven / negativen Spiralen

(b) 0= 0: Zentrum (oder Wirbel)

(c) o> 0: Instabler Strudel

Fall I B ist singulér.

00
die gesamte 1,-Achse besteht aus Ruhelagen.

Fallll.1 B = ( ¢ 0 ) mit o € R # 0. Dann ist ¢(x, &, ) = (£ exp(ox), n) und

(@ o<0:
(b) 0> 0:

FallIl.2 B = ( 0

0 8 ) Der gesamte Phasenraum besteht aus Ruhelagen.

Fall I.3 B = ( 8 (1) ) Hier ist ¢(x, &, n) = (£ + nx, n). Die y;-Achse besteht

aus Ruhelagen.
Beispiele
(1) Wir skizzieren das Phasenportrait zum autonomen System
, 01
Yy = Ay, A:(4 0). (2.29)

Die Eigenwerte des Systems berechnen sich iiber det(A—AE) = A*-4 =0 =
Ay =2, A, = =2. Der Eigenvektor zu A, ist v; = (1,2) und zum Eigenwert A,
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ist v, = (1, -2). Somit ist A dhnlich zur Diagonalmatrix B = ( 20

0 o )und

es gilt:

1 1
_ 71 o
B=T"AT, ml’cT—(2 _2).

Ist w Losung des Systems in Normalform w’ = Bw so ist y = Tw Losung
des Urspriinglichen Systems (2.29). Das Phasenportrait zum System (2.29)

ergibt sich daher direkt durch Transformation des Phasenportraits zum
System in Normalform.

(2) Wir erstellen das Phasenportrait zum System

Vi=Ya, Yo=lnl

y vor. Die Matrix

e Fiir i; > 0 liegt das lineare System vy’ = 1 (1)

0O 11Y).. .. .. ) (1
A—( 10 1stahnhchzurMatr1xB—( 0 -1

von A sind Ay, = £1, die zugehorigen Eigenvektoren v; = (1,1) und
v, = (=1,1). Somit ergeben sich in der rechten Halbebene (y; > 0)
Hyperbeln als Trajektorien, deren Asymptoten durch die Richtungs-
vektoren (1,1) und (1, —1) bestimmt sind.

0
-1
Normalform ist. Die Eigenwerte A, = +i zeigen, dass die Trajektorien
in der linken Halbebene Kreislinien beschreiben.

) denn die Eigenwerte

e Fiir i; < 0 liegt das System v’ = ( (1) y vor, welches bereits in

(3) Wir betrachten die nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

V' =y-y-

Diese ist dquivalent zum nichtlinearen autonomen System erster Ordnung

h=yyp=y)
ny_ ¥ \_
(%) hh—ﬁ) J )
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Nullsetzen der rechten Seite zeigt zwei Ruhelagen des Systems, in den
Punkten (0,0) und (1,0). Betrachte zunéchst die Linearisierung in der Ru-

helage (0, 0):
Vi\_(v2\_(0 1)\(m
(y;)_(yl)_(l 0)(yz) (230

Fall (a) des vorherigen Beispiels zeigte, dass die Trajektorien zu Hy-
perbeln mit Asymptoten, die durch die Richtungsvektoren v; = (1,1),
v, = (1,-1) definiert sind, darstellen. Die Linearisierung der Ruhelage
(1,0) erhalten wir zum Beispiel indem wir die Jacobische der rechten Seite
berechnen:

h 9dA 0 1

_ oy dyr —

](}/1,}/2)—[9_7‘2 9_?2]_(1—2?/1 0).
dy1  Iya

Damit ergibt sich das um (1, 0) linearisierte System zu

n-D\_({ 0 1)[(rn-1
( A )_(—1 0)( Y2 ) (231

Fall (b) des vorherigen Beispiels zeigte, dass die zugehorigen Trajektorien
Kreise mit Mittelpunkt in der Ruhelage (1, 0) sind (Drehrichtung im Uhr-
zeigersinn). Blicken wir zuriick auf das urspriingliche, nichtlineare System,
so sehen wir, dass die Energie

1 1 1
By =50+ V), V) =30+ 30

eine Erhaltungsgrofie des Systems ist, denn:

d ’ dVv ’ ’ ’ 2.7
PV Y2 = Yt gV = oo~ il il

Yoy + Y1 (Y3 — 1) = yayh — Yays = 0

Das Potential V' (11) ergibt somit direkt Aufschluss tiber das Phasenportrait:
Ruhelagen des Systems befinden sich in den Extrema der Funktion V(y).
Jede Losungsbahn in der (y, y’)-Ebene (bzw. (11, y2)-Ebene) verlduft in einer
Niveaumenge E~!({c}) von E fiir ein ¢ € R. Jede Zusammenhangskompo-
nente einer Niveaumenge ist eine Lsungsbahn, mit Annahme von E~*({0}),
was aus der instationdren Losungsbahn und der stationdren, einpunktigen
Trajektorie (0, 0) besteht.
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2.5 Rand-und Eigenwertprobleme

Wir beschrianken uns in diesem Kapitel auf Differentialgleichungen 2. Ord-
nung. Speziell interessieren wir uns fiir Randwertprobleme fiir lineare Diffe-

rentialgleichungen 2. Ordnung (nicht notwendig mit Konstanten Koeffizien-
ten). Darunter verstehen wir eine Differentialgleichung 2. Ordnung auf einem
kompakten Intervall [a, b], wobei wir die Randwerte y(a) und y(b) vorschreiben.
Genauer betrachten wir auf [g, b] die Differentialgleichung

a(X)y" + am(x)y’ +ao(x)y =0, (2.32)

mit stetigen Funktionen ao, 41,45 : [2,b] — R und der zusitzlichen Vorraus-
setzung a,(x) # 0 fiir alle x € [a, b]. Daher konnen wir (2.32)) zu einer expliziten
Gleichung auflosen:

by 0, ax)
P aw? T nw!

Nach dem Satz iiber die maximale Losung wissen wir, dass die Losungen
dieser Gleichung auf dem ganzen Intervall [g, b] existieren und daher nicht zwi-
schendurch ,explodieren” konnen. Natiirliche Randbedingungen, die beson-
ders oft auftreten, sind etwa von der Form y(a) = y(b) = 0 oder y'(a) = y'(b) = 0.
Beides wird verallgemeinert zu sogenannten homogenen Randbedingungen
der Form

0. (2.33)

ay(a) + ay'(a)
By(b) + By’ (b)

mit (@, @) # 0 und (B, B) # 0.

(2.34)

I
o O
——

Definition 2.5.1 Die Differentialgleichung

L om), a)
Yt oy =Y

mit der homogenen Randbedingung heifit homogene Randwertaufgabe.

O

Wir wollen hier die Werkzeuge der linearen Algebra ausnutzen und fiihren
deshalb eine etwas formalere Notation ein. Definieren wir die eindimensiona-
len Vektorraume

Vo= (o, 1) ER*sayo+ @y =0}, Vi :={(yo, y1) € R*: Byo + By = 0},
so konnen wir schreiben als
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y(@) y(b)
(y’(a)) & Vo (y’(b)) €V

Wir wissen bereits, dass die Losungsmenge Ly der Gleichung ein Vektor-
raum mit Dimension 2 ist und dass die Losungen linear von den Anfangswer-
ten y(xo), ¥’ (xo) abhédngen, fiir jedes x; € [a,b]. Anders ausgedriickt bedeutet
dies, dass die Abbildung

(3{)69(3”x“) fiir jedes x, € [a, ]
Y y'(xo)
ein Isomorphismus zwischen den Vektorrdumen Ly und IR? ist.

Deshalb ist die Transportabbildung 7 : R*> — RR?, die jedem Paar ( yy,(&))> von
Anfangswerten das zugehorigen Paar ( yy,((bb))) von Endwerten (der durch die An-
fangsdaten eindeutig gegebenen Losung) zuordnet, ein linearer Isomorphismus

R? — RR?. Damit es iiberhaupt nichttriviale Losungen der Randwertaufgabe
gibt, miissen also die Bedingungen bei 2 und b zusammenpassen, in dem Sinn,
dass tV, = V, gilt.

Satz 2.5.2 (Homogene Randwertaufgabe) Die homogene Randwertaufgabe

a(X)y" + m(x)y’ +a(x)y =0,
mit ay(a) +ay’(a) = 0 und By(b) + By’ (b) = 0 auf [a, b] mit obigen Vorraussetzun-
gen an die Koeffizientenfunktionen hat entweder nur die triviale Losung y = 0, oder
es gibt einen eindimensionalen Unterraum von Ly als Losungsmenge. In diesem Fall
ist jede Losung des (unvollstindigen) Anfangswertproblems ay(a)+ay'(a) =0
bereits eine Losung des homogenen Randwertproblems.

O

Interessant ist die Frage, in welchem Fall man sich befindet. Dazu benéti-
gen wir ein Fundamentalsystem (fi, f,) der Gleichung. Dann ist c1f1 + c2f>
eine Losung der homogenen Randwertaufgabe, wenn die Konstanten ¢;, ¢, das
folgende Lineare Gleichungssystem losen:

(@fi(@) +afi@)e + (afa(a) + af,@)e: = 0,
(B0) + Bfi)cr + (Bf2(b) + ff(B))c2 = 0.
Dieses Differentialgleichungssystem hat genau dann eine Losung ungleich
(0,0), wenn die Matrix

( afi(@) +af{(@) afia)+af@)
Bib) +BF(b) () + (D)

invertierbar ist.
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Beispiel Stehende Wellen in einem einseitig geschlossenen Rohr kénnen (bei
dufierer Anregung) nur mit bestimmten Frequenzen entstehen, die von der
Léange | des Rohres abhédngen. y(x) sei die maximale Amplitude am Ortx € [0, I].
Die eindimensionale Gleichung fiir stehende Wellen ist

y'(x) + *y(x) =0, @ > 0.

Am offenen Ende bildet sich ein Schwingungsknoten, also y(/) = 0. Am
geschlossenen Ende x = 0 muss sich die Welle mit der Reflektierten Welle
tiberlagern, was die Bedingung y’(0) = 0 gibt. Wir haben daher

a=0, b=, a=0, a=1, p=1, =0,

und das Fundamentalsystem

fi(x) = sin(wx), f2(x) = cos(wx).

Die Randbedingungen y’'(0) = 0, y(I) = 0 ergeben fiir y = ¢1f1 + c2f, das
lineare Gleichungssystem

fi(0)c1 + f,(0)c, = 0
filher + fo(D)eo

|
L

also

( sincz)a)l) cos(za)l) )(2) - (8)

Die Matrix ist genau dann nicht invertierbar, wenn w! = (2k + 1) mit einem

k € IN U {0} ist. Nur dann gibt es Losungen die nicht konstant 0 sind. Die
horbaren Frequenzen sind damit tiber die Schallgeschwindigkeit korrelliert.

O

Im Falle inhomogener Randwertprobleme sind die Randbedingungen von

der Form

ay(a) + ay'(a)
By(b) + By’ (b)

mit gegebenen (o, @) # (0,0), (3,B) # (0,0) und y,,y» € R. Dann gilt wieder
das Superpositionsprinzip: Jede Losung ist Summe einer speziellen Losung

YVar
Vb,

der inhomogenen Randwertaufgabe und einer allgemeinen Losung der homo-
genen Randwertaufgabe. Demnach gibt es zwei Moglichkeiten:
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(1) Die homogene Randwertaufgabe hat nur die triviale Losung, dann ist die
inhomogene Randwertaufgabe eindeutig 16sbar.

(2) Die homogene Randwertaufgabe hat einen eindimensionalen Losungs-
raum, dann bilden die Losungen der homogenen Randwertaufgabe einen
eindimensionalen affinen Vektorraum (falls es eine spezielle Losung gibt)
oder es gibt keine Losung.

Eigenwertprobleme In der Physik kommt noch eine Variante der Randwert-
aufgabe hadufiger vor, nimlich sogenannte Rand-Eigenwertaufgaben. Wie wir
gesehen haben, ist die eindeutige Losbarkeit des homogenen Randwertpro-
blems durch die Nulllosung die Regel fiir die homogene Randwertaufgabe ist
und nichttriviale Losungen gibt es nur, wenn eine gewisse Matrix nicht inver-
tierbar ist. Die formale Ahnlichkeit mit dem Eigenwertproblem der linearen
Algebra motiviert die Begriffe in diesem Kapitel. Es gibt aber auch phsyikali-
sche Motivation, zum

Beispiel Eine schwingende Saite wird modelliert durch die Schwingungs-
gleichung
Pl ox?’

wobei Ableitungen nach der Zeit t und nach dem Ort x vorkommen, und
y = y(t, x) die Auslenkung zur Zeit t am Ort x ist. 24 > O ist eine materialabhdngi-
ge Konstante. Die Randbedingungen sind y(t,0) = y(t,I) = 0 fiir alle ¢, wenn
wir annehmen, dass die Saite der Linge | > 0 an den Enden fest eingespannt
ist und nur dazwischen schwingen kann. Da wir partielle Differentialgleichun-
gen im Allgemeinen nicht 16sen konnen, versuchen wir einen Ansatz, der
alles auf gewohnliche Differentialgleichungen zurtickfiihrt. Oft niitzlich ist ein
Seperationsansatz

y(t, x) = g(t) f(x).
Nach Einsetzen in die Differentialgleichung folgt:

g f(0) = a’g(t)f" ().
Fiir den Fall, dass g(t) # 0 # f(x) gilt, erhalten wir durch Division:

§) _ f')
a>g(t)  f(x)
Da die linke Seite nicht von x abhédngt und die rechte Seite nicht von ¢,
miissen beide Konstant sein, wir nennen die Konstante —A und erhalten die
beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
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f7(x) + Af(x) 0,
g(t)+/\a2g(t) = 0,

da durch den ,Seperationsansatz” A € R gekoppelt sind. So wurden wir
auf ganz nattirliche Weise auf die Eigenwertaufgabe gefiihrt, bei der gefragt
wird, fiir welche Werte von A das Randwertproblem

i)+ Af(x) = 0
oo 2o (239)

eine nichttriviale Losung hat. Dabei folgen die Randwerte fiir f direkt aus
den Randwerten fiir y. Ein Fundamentalsystem zu (2.35) ist

{exp(— ﬂx), exp( ﬂx)} , falls A <0,
{1,x} , fallsA =0,
{sin( VAx),cos(VAx)} ,  falls A > 0.

————— —— ——
=:f2(x) =f1(x)

Man sieht sofort ein, dass es nicht-triviale Losungen des Randwertproblems
nur im letzten Fall geben kann, und zwar dann, wenn die Matrix

1 0
cos(VAI) sin(VAI)
nicht invertierbar ist (siehe vorherigen Abschnitt). Dann muss sin( VA =0
sein, also Al = nm, (n € IN). Wir halten also fest: Die Eigenwerte der Eigenwert-
aufgabe f” + Af =0, f(0) = f(I) = 0 sind genau die Zahlen

n2m?

An=l—2, n € IN.

Die Losungen fiir diese Werte sind von der Form

fx) = csin(?x) = cfu(x).

Die zeitabhingige Faktor des Randwertproblems hat zunédchst keine einen-
genden Randbedingungen, also hat er im Fall A = A, die allgemeine Losung

g(t) = a, cos (@t) + by sin(n—;wt).

Aus dem Seperationsansatz habenw ir also mit w, = “7* die Losungen
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Yau(t, x) = (a, cos(wy,t) + by, sin(wyt)) fu(x),

mit frei wahlbaren a,, b, € R. Wir wollen nun noch die Anfangsbedin-
gungen der Saite zur Zeit t = 0 vorschreiben, also y(0,x) = yo(x) mit einer
gegebenen stetigen Funktion v, : [0,]] — R mit y¢(0) = yo(l) = 0. Da das bei
einer Gleichung zweiter Ordnung noch nicht gentigend Bedingungen sind, um
eine eindeutige Losung zu erhalten, geben wir noch die Anfangsgeschwindig-
keit (0, x) = y1(x) anjedem Punkt vor, y; : [0,]] — Rstetig mit y;(0) = y1(I) = 0.
Wegen ,,(0,x) = a, f,(x), 7,(0, x) = b,w, f,(x) konnen wir folgern, dass

y(t,x) = ) (@ cos(@pt) + by sin(@ut)) fu(),
n=1

die Losung unseres Anfangswertproblems ist, wenn wir nur die a,, b, so
wihlen konnen, dass

[ee]

o) = Y afu®), () =) buwaful®),
n=1

n=1

gilt. Dies funktioniert aber immer, da das ndmlich gerade die Zerlegung
von Yy, y1 in Fourier-Reihen ist. Somit hat das Eigenwertproblem geholfen,
das Anfangswertproblem fiir eine partieller Differentialgleichung komplett zu
16sen. Dieser Trick funktioniert hinreichend oft, so dass wir ihn in allgemeinen
Situationen zur Verfiigung haben wollen.

Wir betrachten allgemeiner das (homogene) Rand-Eigenwertproblem:

w0y +a()y +ao()y+Ay =0, (y(@),y' @) eV, (yb),y'®) eV, I=][ab], AeR,

mit der Notation des vorherigen Abschnitts, und stellen uns die Frage: Fiir
welche A gibt es nichttriviale Losungen?

Substitution wie folgt: Sei s(x) irgendeine Stammfunktion zu %-a,. Multi-
pliziere die Gleichung mit exp(s(x)) und setze p(x) = r(x) = exp(s(x)), q(x) =
exp(s(x))ap(x). Damit transformiert sich die Differentialgleichung zu

(p(x)y") +q(x)y + Ar(x)y = 0.

Wir nennen den Differentialoperator

Ly(x) = (p)y') + 9. (2.36)
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Definition 2.5.3 (Sturm-Liouville-Eigenwertaufgabe) Die Eigenwertaufgabe
Ly+Ar(x)y =0
(v(@),y'@) € Vo, (y(b),y' (b)) € Vs

auf[a, b] mit allen Berechnungen wie oben heifst Sturm-Liouville’sche Eigenwertaufgabe.
Ein A € R, fiir das eine nichttriviale Losung existiert heifst ein Eigenwert.

O

Zur Losung des Problems bemerken wir wieder die formale Ahnlichkeit
zur Linearen Algebra! Wir definieren fiir stetige Funktionen ¢, ¢ : [a,b] — R
den Ausdruck

b
(p, )= f x)P(x)r(x)dx.

Es lasst sich leicht nachrechnen, dass (-, -) auf dem Raum C°([a, b]) ein Ska-
larprodukt definiert, das heifst eine symmetrisch positiv definite Bilinearform
<'I > : CO([a/ b]) X CO([a/ b]) - R.

Wir stellen nun fest, dass der Operator 1L formal selbstadjungiert ist, das
heifst

1 1
<;L(Pl ¢>r = <(P/ ;L¢>r1

fiir alle ¢, ¢ die C? sind und die Randbedingungen erfiillen. Es gilt ndmlich:

b b b
Loy = [ vwLpei= [ v@pep i [ g@yed

b b
POYE®)  pa) )y’ ©)] - f WP () + f VP
OO ) - ' Op®)] - PO @ @) - @)y @)] +
b b
f () (PO ()Y dx + f OV

x=b 1
Pe det( BARIAN ) o, T

X=a

+

@, 2Ly,

Die Determinante ist Null, da ¢ und ¢ wegen Randbedingungen in einem
eindimensionalen Unterraum liegen, die Spalten also linear abhdngig sind.
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Auf einem geeigneten ,unendlich dimensionalen Funktionenraum” spielen die
Operatoren 1L offensichtich dieselbe Rolle wie die selbstadjungierten Matrizen
auf RN! Das heifit das Sturm-Liouville’sche-Problem ist nichts anderes als die
Eigenwertaufgabe fiir 1L auf dem Funktionenraum.

Satz 2.5.4 (Sturm-Liouville-Eigenwertaufgabe) Fiir die Sturm-Liouville-Eigenwertaufgabe
gilt:

(1) Auch wenn komplexwertige Losungen zugelassen sind, sind alle Eigenwerte reell.

(2) Alle Eigenriume (das heifit die Losungsmengen zu vorgegebenen Eigenwerten)
sind eindimensional (siehe Satz im letzten Abschnitt).

(3) Die Eigenriume zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal beziiglich des
Skalarproduktes (-, -)..

(4) Die Eigenwerte bilden eine unendliche Folge Ay < Ay < ... mit lim,, e A, = oo0.

(6) Die Eigenfunktionen ¢, (das heifst Losungen der Aufgabe # 0) zum Eigenwert A,
haben genau n-Nullstellen in la, b].

(6) Ist f(x) stetig und stiickweise differenzierbar auf [a,b], und f(a) = f(b) = 0, so
lisst sich f als Reihe

f@) =Y (f per)
k=0

schreiben. Dies entspricht der weitgehenden Verallgemeinerung der Fourier-Reihenentwicklung
aus dem Beispiel der schwingenden Saite. Dabei muss @y so normiert werden, dass

(P, Prr) = O
gQilt.

2.6 Spezielle Funktionen in der Physik

In diesem Kapitel wollen wir uns mit in der Physik hdufig vorkommenden
Funktionen beschiftigen.
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Ziel Losung der Laplace-Gleichung

Au=0, (2.37)

auf einem Gebiet Q c R®. Man sieht sofort, dass es sich dabei um eine
partielle Differentialgleichung handelt, denn der Laplace-Operator im euklidi-

schen Raum RR® lautet

»> F P
= —t=—+=—.
ox?>  Jdy*>  9z?
Gibt man auf einem Gebiet Q in R® zum Beispiel ohne Randdaten vor, also
@ : dQ — R stetig, so konnte man die Aufgaben stellen, diejenigen Funktionen
u : Q) — R zu finden, die die Randwertaufgabe Au = 0 auf Q, u = ¢ auf JQ
16st. Fiir allgemeine Gebiete () wird man sich dabei schwer tun, nimmt man
aber eine gewisse Symetrie fiir QO an (zum Beispiel eine Kugel), so kann man
das Randwertproblem explizit 16sen.

Wir wollen in diesem Abschnitt die Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten
betrachten und l6sen.

Motivationen aus der Physik
e geerdete Kugel in homogenen elektrischen Feld,
e H-Atom.

Ausgangspunkt ist die Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten, die man
durch Transformation von kartesischen auf spharische Koordinaten erhalt:

ou 1 J%u

(sm 88\9) 2sin 9 dg?

=0, u=u(9d,¢). (2.38)

18_2(m) 1
or? r2sin 9 99

Erneut machen wir einen Seperationsansatz:

()

u(r, 9, ¢) = —=P(9)Q(p).
Eisnetzen in (2.38)) und Differentation liefert:

d2u+ uQ isinsd—P + up dZ—Q—
dr2  r2sinddd d9’  r2sinddp?

und nach Multiplikation mit S?Qs mit U, P, Q ungleich Null:

PQ

12U 1 4, dP] 14Q _
sin® 9 Udr2+rzsinspﬁ(51 |t G
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Wie im Beispiel mit der Differentialgleichung fiir die schwingende Saite
stellen wir fest, dass der erste Term nicht von ¢ abhéngt, der zweite Term nicht
von r und 9, daher miissen beide konstant sein, wir nennen die Konstante —m?
und erhalten die beiden tiber den Parameter m , gekoppelten” Daten.

142Q )

ad_(pz = —-m, (239)
142U 1 4 AP
2 .2 - (e il — 2
rein N\ st Eamepas O Vs -

Die erste Differentialgleichung ist eine gewohnliche Differentialgleichung

tiir die Funktion Q = Q(¢). Die zweite Gleichung formen wir durch Multipli-

kation mit -~ um zu:
sin“ 9

7ledz_l,l N 1 4, . dP m?

Udr: sindPd9

Hier hdngt der erste Summand nur von r ab, der zweite nur von 9, also
miissen wieder beide konstant sein. Wir berechnen die Konstante mit I(/ + 1)

und erhalten zwei gewohnliche Differentialgleichungen:

au il+1),
2T 4 =0 (2.40)
1 d,. .dP 2
sinSd_S(sm Sd_S) +[I(I+1) - e, S]P = 0. (2.41)

Ohne Beweis stellen wir an dieser Stelle fest, das die physikalisch sinnvol-
len Losungen nur in den Féllen, dass | ganzzahligund m = -, - +1,...,1 - 1,1
ist, auftreten und wollen uns deshalb auf diese beschranken. Die Fundamen-
talsysteme der beiden Gleichungen (2.39) und (2.40) lauten:

e Fiir Q = Q(¢):

{exp(ime), exp(—im)}.
e Fir U = U(r):

i, .

Es bleibt, die Differentialgleichung (2.41) zu l6sen. Substitution x = cos 9,
d

75 = —sin 8% liefert die Gleichung

mZ
—IP=0, (2.42)

d dP
(=) + I+ 1) - -
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bzw. dquivalent

d*p dp m?
— 2 —_— — — f—
(1-x )dx2 2xdx +[I(I+1) T

Nennen wir die Losungen von (2.43) in Abhdngigkeit der Parameter / und
m Py, (x), so konnen wir die Losung der Laplace-Gleichung schreiben als Line-
arkombination aller Fundamentalldsungen, also

1P = 0. (2.43)

o I
u(r, 8,9) = ) ) [Auur’ + B T expim)Py,(cos 9),

1=0 m=-1
mit Koeffizienten A, ,,, B;,, die durch Randbedingungen bestimmt werden.
Im Fall m = 0 sieht das ganze noch etwas einfacher aus (Azimutale Symmetrie)

u(r, 9,¢) = Y _[Ar + Br|Pcos ),
1=0
mit P; = Py Losungen der Differentialgleichung
dp dpP
2 _
1-x )@ - ZxE +[(I+1)P =0. (2.44)

Im allgemeinen Fall m # 0 wird die Gleichung gel6st durch die sogenann-
ten Legendre-Funktionen P, ,(x), die gegeben sind durch (Nachpriifen durch

Einsetzen!)

(1 _ xZ)% dl+m
2 dyl+m
Py, ist also das Produkt von (1 — x?)? mit einem Polynom vom Grad (I — m)
und der Paritét (—1)"*", dasim Intervall [-1, 1] genau (I—m) einfache Nullstellen
aufweist. Betrachten den Raum C°([-1,1]) aller stetigen Funktionen auf dem
Intervall [-1, 1] mit Randwerten Null, versehen mit dem Skalarprodukt

Ppy(x) = (xz - 1)l

1
f,g) = f S,

so stellen wir fest, dass die Legendre-Funktionen orthogonal sind, also

1
3 2 (I+m)
Pryu, Py ) = Il Prn(X)Py ()i = (0= m)!(Sz,lf-

Wir interessieren uns speziell fiir den Fall m = 0. In diesem Fall gilt offenbar

1 4, :
Pi(x) = Pp(x) = ﬂ@(x -1).
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P; sind Polynome vom Grad [, der Paritét (—1)!, die im Intervall [-1, 1] genau
| einfache Nullstellen besitzen. Sie heifsen Legendre-Polynome.

Explizite Formel fiir die Legendre-Polynome:

(x -1

d l ! k., 2(1—k

@Z(k)(_l)x( )

_ Zl,( 1k(l)( 2k)x21—2k—l
k

iz 1\ (2 -2k\ .

Zl'(_l)k(k)( l )xl 2k

k=0

dx!

Dabher:

& k & 21 — 2k)!
P = 3 Z(_ )k( )( ) )xl "3 Z(_ )kk'(l(—k)!(l—)zk)!xl_Zk 24)

Satz 2.6.1 (Erzeugende Funktion der Legendre-Polynome) Fiir |x| <1, |{| <1
gQilt:

(1 - 2xt +12)7F = Z Pi(x)t.
1=0

Beweis Beachte, dass gilt:

(1—2xt+£2) T =[1-tQx-H]2= Z( 1)](_%)t](2x—t)]

mit
1 3 2] 1 .
-1\ (D)= - 1)]1 3-5-2j-1) (_1)].(2]—"1)!!’
] J! 2ij! 27!
wobei (2j — 1)!! = (22]]), Damit gilt nun:
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(1-2xt+ 1) ]27 ,1)”t](2x Z( J— DY thtk(Zx

Z]‘ 1)k( )2]2 42 =Dit ] ) ki
k=0

i "
' k:l(_l)k(;()( Zk]') v k] tl

1

- QI =2k-1)!(I-k\ .
= Z (_ )kw( L )xl Zk]tl

=0 \ k=0

P’i

—

—
NI~

]

- Q@-26)
;‘ k:o( : 21— k)i — 201

Py(x)
O

Korollar 2.6.2 (Entwicklung des Newton-Kerns) Fiir x,x’ € R® mit x # x’ gilt

Z( )kPk (cos ),

|x xX'|
sofern & = M < 1und cosa = 2.
Beweis Schreibe
1 1 ) 1 1
k=x| " VaP—2xx + WP VP2 —2rrcosa+r? r\/l — 2 cosa + (r_r')z'

Nun verwende vorherigen Satz mit t = -~ und x = cos a.
O

Definition 2.6.3 (Kugelflichenfunktion) Die bis auf einen Normierungsfaktor in
der allgemeinen Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten auftretenden
Funktionen

Yi(S, ) = (1" \/ i (cos Dexplimg), (240
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heiflen Kugelflichenfunktionen.

Bemerkung Im Fall m = 0 reduzieren sich die Kugelflichenfunktionen zu

2l +1

Satz 2.6.4 (Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen) (1) Fiir die Legendre-
Funktionen Py, gilt:

Pi(cos 9).

(I —m)!
(I + m)!

und somit fiir die Kugelflichenfunktionen:

Pip(x) = P1u(x),

Yim* (8, 0) = (1)"Yu(S, @),
mit * - dem komplex konjugierten.

(2) (Orthogonalitiit) Versehen wir alle stetigen Funktionen f : S* — C mit dem
Skalarprodukt

%9=ffgwﬂ
S2
so gilt:

<Yl’,m’/ Yl,m> = 61,1’ : 6m,m’-

(3) (Volistiindigkeit) Jede stetige Funktion f : S*> — C lisst sich nach Kugelflichen-
funktionen entwickeln, das heifSt es existieren Koeffizienten cy,,, so dass

) 1
F =YY cnYin(),

=0 m=-1

wobei die Koeffizienten c;,, gegeben sind, durch

Clm = <f/ Yl,m) = f f : Yl,m *dQ/
52

darstellen lisst.
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Bemerkungen

e Durch Einfithrung von Koordianten (9, ) auf der $* kann man das Ska-
larprodukt zuriickziehen auf [0, 27] X [0, 7] und erhalten

271 4
(f, 8= f f f(S,9)g* (9, p)sin ddSde.
0o Jo

Die Koeffizienten c;,, berechnen sich dann zu

271 T
= f f Yim* (S, 9)f(S,¢)sindddde.
0o Jo
e (Additionstheorem)
4m l
Pi(cosa) = T r;l Yim* (8, @)Y 1u(S, @),

mit Winkel a zwischen den Richtungen (9, ¢) und (¥, ¢’).

Anwendung Sphérische Multipolentwicklung

Betrachten das Potential einer Ladungsverteilung ¢ mit ¢ = 0 aufierhalb
einer Kugel mit Radius 0 < R < oo:

(P()_f'@( )

Wir schreiben r = |x|, 7 = |x’| in Polarkoordmaten. a bezeichnet den Winkel
zwischen den Richtungen (9, ¢), (3, ¢’). Die Entwicklung des Newton-Kerns

liefert:
¢w=£

Wenden das Additionstheorem an:

@(x )dx.

+1
=0

l I

Px) = fz Z T 1 OO Yim * (8, 91)Yin (9, @)dx”
1=0 m=

Bezeichnen mit

qmifWW%m@WWf
1%
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das sphérische Multipolmoment. Somit gilt:

) 1
4:7’( ql,m
60 =), ) 5 ()

=0 m=-1
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