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Kapitel 1

Einfiihrung: Einheiten

Die SI Einheiten m, kg und s haben im cgs System die Werte 100cm, 1000g und
1s. Die Einheiten Candela, Coulomb (Ampere), Kalvin und Mol sind im cgs
System nicht vorhanden.

Die Abgeleiteten Einheiten N und ] entsprechen im cgs System 10° dyn bzw.
107 erg. Eine neue physikalische Grofe ist die Ladung.

Beobachtung: Ladungen stofien sich ab oder ziehen sich an, je nach Vorzeichen
(das durch diese Eigenschaft definiert ist).

Quantitativ: Coulombsches Gesetz von Charles Augustin de Coulomb (1736-
1806)

Fp = lh_jz (1.1)
"2
Einheit der Ladung g ist
dyn - cm? = ferg-cm = esu (1.2)

Diese “electrostatic unit” ist die Einheit der Ladung im cgs System. Im SI
System wird fiir die Ladung eine zusitzliche Einheit eingefiihrt: Dies fiihrt
notwendigerweise zur Einfiihrung einer neuen Konstanten.

1 192
2= (1.3)
075
CZ
— -1 =12 >~ .
£ =8,85-10 T (1.4)

Coulomb C Einheit der Ladung im SI System.
€o: Influenzkonstante, Dielekrizitatszahl (Permezivitat) des Vakuums. Wieso
dieser Zahlenwert? Aufgrund der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum:

1
VEoko

3

(1.5)

Cc =
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7 Js*
C2m
Induktionskonstante, Permeabilitidt des Vakuums mit ¢ = 2997924587 definiert

mit (1.6):

to = 4 - 10" (16)

o= — (1.7)

Beziehung zwischen esu und C:

C85 €85 SI ,SI

_ % 1 4%

2 - 2
T 4reg o

FlZ

cgs cgs

Nun betrachten wir: 1o = 1em, > = q, = lesu

kgm 1 qSIqSI
1dyn = 107° = 12
= yn =10 g2 47teg 10~4m?

CZ
= 10°Jm =" a3

2
= 107 = gl

m2
1
= @' =4 = 15:=C
) 1/10c2 I
esu = —~— =1Fr
(nach Benjamin Franklin (1706-1790))
1 3
= = 15t
10cs ¢ 3-10° € =151C

Wihrend die Lorentzkraft im cgs System F= 1@ex B) ist, schaut sie im SI System
soaus: F = (v X §) - in beiden Fallen ist B die magnetische Flussdichte.

o E Ay 8% [T
Bg_qSIU_[esu]_[esu]_[ Toma )~ 1161

durch 1] = 107erg und 1cm = 107%m ergibt sich 1 Gauf, nach Carl Gauf (1777-
1855).

F N kg
SI— =[—1=[=21=[1T

7 = ll =15 =0T
benannt nach Nicola Tesla (1856-1943). 1 Tesla sind 10* Gauf. Weitere wichtige
SI-Einheiten:
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e 1A = % (Ampere, (1775-1836))

o 1V = L (Volta, (1745-1827))

e 1F = § (Faraday, (1791-1867))

Maxwell-Gleichungen nach James Clerk Maxwell (1831-1879). Im cgs Sy-

stem gilt:

VE = )

ﬁ:q(§+§x§)

Im SI System lauten diese Gleichungen so:

o-Ladungsdichte p = % und
S-Querschnitt, t-Zeit

Q

]?—Leiterstromdichte J= 50

VxA=

E= L

€x Ay €; dy
2 0 o |_| oA
dx dy dz | T dz

dAy
Ac Ay A| | L

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)



Kapitel 2

Mathematische Techniken

2.1 Deltafunktion

O(x —x9) #0 & x # x (2.1)
[ o= 30 = s 2)

o) = 50 = 5005y — Yo)5(z = 20) = GO (7 - 72)
dxdydz = dxo(x — dyd(y — dzo(z — =
fvgmxyz qL X5(x xo)j:w yo(y yo)L 25(z —20) = q

Herleitung der Deltafunktion Die 6-Funktion muss folgende Eigenschaften
besitzen:

1.
S(x) =0 x#0 (2.3)
2. .
f O(x)dx =1 (2.4)
Néherung erfolgt tiber:

1. 6(x) = lim,_,p 6.(x) wobei gilt:

0, x<-gx>c¢
0c(x) = { 5, —Ee<x<e (2.5)
(a)
x#0,e > 0,0:(x)=0 (2.6)
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(b) N o
X
Im dxd.(x) = [6 de Zl'é =1 (2.7)
2. ,
€
68(x) Exz + (‘:2 (28)

(@ x#0,e »0,0.(x) =
(b) f dxn xz+£2 = \I;O:O dx%(f)§+l %x =

1, 1 1 N
:%j_‘oodyl_i_yz :;arctanyl_wzl

3. g(x); [ dxg(x) =T
1
5.(x) = (2, lim 6. (x) 29)

Eigenschaften der Deltafunktion

5(x) = 5(—x) (2.10)
Beweis x #0,5(x) = 0 = 5(—x)
5(x — x0) (%) = 8(x — x0) f(xo) (2.11)
5(ax) = li—lé(x) (2.12)
Beweis x #0,56(ax) = 0 = 15(x)

|al

I:é(ax)dx:fmTlé(y) ﬁ

() =Y o~ 0 gx) = 0 2.13)

Beweis x#x, = ¢(x) 20=06(3(x))=0=Y), |g’(l—xn)|6(x - X,)

I : dxd(g(x)) Z f o dxd(g(x)) =
Zn'. f dxd(g (xn)(x = X)) = Z mé(x ~ Xo)

O'(x = X0) f(x) = = f"(x0)0(x = xo) (2.14)
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Beweis x # 0 beide Seiten sind 0. Uber partielles Integrieren erhalten wir:

0 d
f 0 (x — 2) () = 50— x0)fS — f ot - 200 L

-0
—f"(x0)0(x — x0)

8 (7P —15) = v(u, v, w)d(u — 1)5(v — ve)d(w — W) (2.15)

Wobei fiir die kartesischen Koordinaten gilt: y = 1 bzw.:

8} (7 = 75) = 6(x = x0)d(y — Y0)(z — 20)

Im Allgemeinen folgt (aus der Jacobi-Transformations-Matrix):

u duv Jw
dy dy dy
u duv Jdw
Jz Jdz  Jz
Ju dv Jw

1

Y= T ,o) T

2.2 Integrale (iiber Untermannigfaltigkeiten des IR?)

2.21 Bogenintegrale (Physikalische Motivation)

Betrachte Parameterdarstellung einer Kurve im R>:

x(t)
At =| ) (2.16)
z(t)
Definition 1 p e
as _ar. o 00
7 ldtl N4 (2.17)
Beachte: P
s
T >0 (2.18)
Definition 2 (Bogenlinge)
t
s(t) = f At \|22(F) + 12() + 22(t) (2.19)
fo

Bogenliinge entlang Kurve zwischen #ty), 1{t). Beachten s(ty) = 0.
Da kann jede Kurve durch Ihre Bogenlinge selbst reparametrisiert werden (sog.
"natiirliche Parametrisierung”). Dann gilt:

dr dt

|—| = lad_l =1 (2.20)
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Der Tangenteneinheitsvektor:

dids = <L (2.21)

Bogen-(Linienintegrale) C Kurve in R®, Parametrisierung i), t € [ty, t1], ¢(7)
Skalares Feld.

Definition 3 (Bogenintegral iiber ¢ entlang C)

11 d—) .
[ anfioctor= [ dso 22)
to C
Damit folgt aus (2.17):

dr’
ds = |a|dt
Skalares Bogenintegral tiber Vektorfeld A)(f’)

f dt%ff(?(t)) = f d7A(7) (2.23)

to C

Diese zwei Typen von Bogenintegralen sind die fiir die wichtigsten. Es sind
aber auch andere Typen moglich.

Vektorwertiges Integral iiber skalares Feld

t -
[Larom = [ artrot (224
c o dt
Vektorwertige Bogenintegrale iiber Vektorfelder
1.
[ asdi@ (225)
c
2.

f 47 x A(7) (2.26)
C
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2.2.2 Oberflichenintegrale

x(u,v)
Au,0) = | y(u,0) (2.27)
z(u, v)
Parametrisierung einer Oberfldche im IR?, u, v durch Parameter:
or or
fu= 5,10 = 5 2.28
o T o (228)
(Tangentialvektoren spannen Tangentialebene auf)
o X 7
=Xl (2.29)
|Fu X 13

(Normaleinheitsvektor, senkrecht zur Oberfladche)

Definition 4 (Flicheninhalt der Oberfliche)

s = ffdudvl?u X 7 (2.30)

Integrationsgrenzen ergeben sich aus der Parametrisierung der Oberfldche.
Skalares Oberfldchenintegral iiber skalares Feld ¢(7)

ffdudvlﬁ,xf}l(p(ﬂu,v)) = deqb(r_’) (2.31)

dS = |7, X Fyldudv (2.32)
Skalares Oberfldchenintegral iiber Vektorfeld ff(?):
f f dudo(7, X Z)ARw,v)) = f RASA(P) = (2.33)
=: f ASA () (2.34)
dS = #dS = (7, x 7,)dudo (2.35)

Beachte: dS und 7 andern ihr Vorzeichen bei Tauschung von u, v. Die Richtung

von 71 (oder d§) definiert die Orientierung der Oberfldche. Im Zusammenhang
mit physikalischen Fragestellungen ist die geeignete Orientierung einer Ober-
flache in der Regel Klar.

Andere Typen von Oberflichenintegralen (analog zum Bogenintegral):

f d8(7) (2.36)
f ASA(7) f dS x A(7) (2.37)
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2.3 Vektoranalysis

2.3.1 Vektoren

Beziiglich dreier (z.B. kartesischer) Koordinatenrichtungen ist ein Vektor gege-
ben durch drei reelle Zahlen (a1, a5, a3). Eine Rotation des Koordinatensystems
oder Vektors selber muss Skalarprodukt invariant lassen.

(Einsteinsche Summenkonvention - tiber wiederholte Indizes wird summiert)
Eine solche Transformation kann nur linear sein.

7 = oed (2.38)
a, = @i]'ll]' (239)

1

Mit der 3x3-Matrix ©. Jeder nichtlineare oder konstante Term wiirde die Erhal-
tung von Léngen |d = Vi, @ beliebig verletzen.
Weitere Einschrankungen an ©:

[71;, = ﬂ:b: = ®ijaj®ikbk = (@T)ji@ik[ljbk = (@T@))]'k[ljbk = ﬂibi

fiir 4, b beliebig.
= (@T®)]'k = 5jk (2.40)
1, j=k
Oj = { 0, j#k (2.41)
(sog. Kronecker-Delta)
0'e=1,0"=0"! (2.42)

Somit folgt auch, dass das Inverse der Matrix immer vorhanden ist. Dies kann
man leicht tiber die Determinante tiberpriifen.

det(®@'@) = det 0T det® = (det®)* =1 # 0 = IO}

Insbesondere folgt aus (2.40), dass alle Zeilenvektoren von © (oder dquivalent
auch alle Spaltenvektoren) von © zueinander orthonomiert sind. Insgesamt
Y. ,i = in(n + 1). Daher hat eine orthogonale nxn-Matrix n> = in(n + 1) =
1n(n—1) freie Parameter. Fiir n = 3 ergeben sich 3 Parameter die als Richtungen
und Drehwinkel gewéhlt werden kénnen.



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE TECHNIKEN 12

Beispiel Drehung um die z-Achse (eines gegebenen Koordinatensystems)

cosp sing 0 ]
(2.43)

@ :=D,(p)=| —sing cosgp 0
0 0 1

1. Drehung der Koordinatenachsen um Winkel ¢ bei festem Vektor 7 (pas-
sive Rotation).

2. Drehung des Vektors 7 um Winkel —¢ bei festen Koordinatenachsen (ak-
tive Rotation).

1 0 0
D.(p)=| 0 cosep sing (2.44)
0 —sing cos¢g

cosp 0 —sing
D,(p) = 0 1 0 (2.45)
sing 0 cosg

Definition 5 (Vektor) Ein Vektor @ ist beziiglich dreier gegebener kartesischer Ach-
sen durch seine drei Komponenten ay,a,,a; charakterisiert und transformiert unter
Drehungen © dieser drei Achsen als @ @ = ©Od oder a; — a, = ©jja;.

Definition 6 (Tensor) Ein Tensor A;,,. ;, n-ter Stufe ist ein Objekt mit n-Indizes, das
unter Rotation wie folgt Transformiert.

P d Ai1 ,,,,, in — @1’1]'1 e ®injnAj1 ,,,,, in (246)
Beispiel

Tensor nullter Stufe Skalar, invariant unter allen Drehungen, z.B. Skalar-
produkt zweier Vektoren.

Tensor erster Stufe Vektor

Tensor zweiter Stufe Matrix, z.B. Tragheitstensor.

Infinitesimale Rotation:
O=1+w+o(w? (2.47)

w<1,0" =1+ +o0(w? (2.48)

O@=1+0)@w+w’'=0 (2.49)
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w=-w' (2.50)

Somit ist w eine antisymmetrische Matrix.

0 w1 W13 0 @3 —¢
w = —W12 0 w3 | = —P3 0 ®1 (251)

—wi3 —wy 0 ©2  —@1 0
wij = EijkPr (2.52)
1, (i,j,k),2n: o
e = -1, (G,j,k),2n-1:0 (2.53)
0, sonst

Total antisymmetrischer Einheitstensor, Levi-Cevitd-Symbol. Aquivalente De-
finition wire:
ez =1 (254)

und ¢;j antisymmetrisch unter allen Transpositionen von (i, j, k). Beachte: ¢;j
ist nur dann, von 0 verschieben, wenn

itjrk#i (2.55)

Jeder total antisymmetrische Tensor 3. Stufe in der Dimension hat nur eine
unabhéngige Komponente, die im Fall des Einheitstensors gleich 1 gewahlt
wird.

i3 =1=¢e13:p=-1,¢631 =1, ...

Theorem 1 Der total antisymmetrische Einheitstensors ist in jedem kartesischen Ko-
ordinatensystem identisch
Ez,'jk = ®j1®jm®kn€1mn (256)

Beide Seiten total antisymmetrisch unter Permutation von i, j, k:
= S;jk = C(@)Si]‘k (257)
Der Faktor C(®) ist eine Funktion der Matrix ® mit den Eigenschaften
1. Cist linear in allen Spalten und Zeilen von ©

2. Cist antisymmetrisch unter paarweiser Vertauschung von Spalten (oder
Zeilen)

3. C()=1
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C(®) = det® = =1 (2.58)

Falls det® = 1 < Eigentliche Drehungen, drehen rechts-(links-) hdandige Sy-
steme in rechts-(links-) System. Falls det® = -1 & O enthilt Spiegelung =
dndert Handigkeit des Koordinatensystems.

Die orthogonalen nxn-Matrizen bilden die orthogonale Gruppe O(n). Die or-
thogonalen nxn-Matrizen mit positiver Determinante bilden die spezielle or-
thogonale Gruppe SO(n) € O(n).

(0,0,)" =0[0; =6,'0;" = (0,0,

Somit ist die aus einem Matrixprodukt orthogonaler Matrizen entstandene
Matrix wieder orthogonal.

Ergebnis: ¢; istinvariant unter allen eigentlichen Drehungen © € SO(3). Einige
niitzliche Formeln:

1. Permutationen von (1,2, 3) - alle Ergeben +1:

Eijk€ijk = 6 3=6 (259)

2. Hier folgt:
Einé€jr = 20 (2.60)

Beweis aij = 6161']' = a; = adii=3a=6=>a=2

3. Hier folgt:
EijmExim = OOj1 — 00k (2.61)

Wegen Symmetrie und Invarianz unter Drehungen muss die linke Seite von
folgender Form sein:

EijmExm = b(Owdj — Oudjr) =
= 20ij = Eimeim = b(0wdj; — 0ijOjK) =
b(361] - 6ik) = Zbéik =>b=1

Definition 7 (Vektorprodukt) Das Produkt zweier Vektoren d, b:

(L?X 5)1 = El’]‘kajbk (2.62)

S azbg — a3b2
axb= a3b1 - a1b3 (263)
albz — lZle
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Behauptung ' x b ist ein Vektor.

Beweis

@xb) = €ijkOj1t1Opnbi = €4jk(OO),iO;1Oumatiby =
(®T)oi€njk®no®jl®kmalbm = OjoEoimaby =

©0(@x b)y = ©;(@x b);

Weiteres Beispiel Der Nabla Operator V = (%, &iy’ % =: 2 ist ein Vektor.

V =0V (2.64)

Ein Vektorfeld /T(F) transformiert unter Rotation wie folgt:

AR - A7) = OAR, 7 = OF (2.65)
VA7) = (BV)(OA() = VAP (2.66)
Die Divergenz eines Vektorfeldes ist ein Skalar.
V' x A'(7) = OV x AP) (2.67)
Ve'(7) = (Vo) p() = ¢'(7) = o(7) (2.68)

Rotation und Gradient sind Vektoren.

2.3.2 Mehr iiber Vektorfelder

e Gradient eines skalaren Feldes ¢(7)

1 Vg & dp = i = Dy + ..+ (D 2.6
L= Vg o dp= (Vo) = Ghdx+ .+ Gz 269)
= V¢ ist immer orthogonal zum Tangentenvektor an der Aquipotential-
linie im jeweiligen Punkt.

¢ Rotation eines Vektorfeldes, z.B. das Geschwindigkeitsfeld 4(7) in einem
Fluid (Hydrodynamik):

dy0x dyuy J;0x dx
dv=| dw, dyv, dv, || dy (2.70)

v, dyv, 0., dz

=V()
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a]‘vl‘ = %,Z/] S {1/2/3}

ox;
1 7\, 1 T
V= (V4 V4V =V 2.71)
=:5() =:A(7)

Wobei S eine symmetrische Matrix und A eine antisymmetrische Matrix
darstellt.
dv = S(0)dr + A(0)dr (2.72)

Der symmetrische Anteil beschreibt den Fluss von Teilchen entland der
Hauptachse von S. Der antisymmetrische Anteil beschreibt die Rotation

des Fluids. .
Ai]' = E(&m — 81'0]') = —ei]-ka)k (273)
dUZ‘ = Sijdrj — sijka)kdrj (274)
—ei]-ka)kdrj = (CL—)) X d?)z (2.75)
Die lokale Rotation.

e Divergenz des Vektorfeldes. Betrachten Anderung von Ladungsmenge
(oder Teilchenzahl) durch Fliefien von Ladungen (Teilchen).

. dydzdjy + dzdxdj, + dxdzdj.

,Aji = ji(ri + dr;) — ji(r:) (2.76)

dxdydz
= —p=Vj (2.77)
—0 = tr(S(f) (2.78)
0+Vi=0 (2.79)

Kontinuitédtsgleichung, beschreibt die Erhaltung von Ladungen (Teil-
chen).
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Einige niitzliche Formeln

V(VxA) = 0 (2.80)
Vx(Vp) = 0 (2.81)
V(pip2) = ©1Vpa + @2V (2.82)
V(pA) = @VA+AVg (2.83)

VX (pA) = p(VxA)—Ax (V) (2.84)
VAB) = Ax(VxB)+Bx(VxA) +BV)A+AV)E (2.85)
VIAxB) = B(VxA)- AV xB) (2.86)
Vx(AxB) = A(VB)-B(VA)+ (BV)A - (AV)B (2.87)

Fiir die ersten beiden Beweise muss gelten, dass A oder ¢ zweimal stetig
differenzierbar ist. Dann sieht man leicht, dass die Konstraktion S;;A;; einer
symmetrischen Matrix S und einer antisymmetrischen Matrix A verschwindet:

SijAji = =SjiAij = =S5ijA;; = S;Aji = 0= V(V XA)) =

e Nabla multipliziert mit Nabla.

V(Vp) = Ap = didigp (2.88)
?  9? 82
=—5+55 37 + 57 = 0;0; = (2.89)

Der sogenannte LaPlace-Operator.

e LaPlace-Operator:

(V X (V X 14)))1 = eijkslmk&&lAm = 8i8in - alajA]‘ = V(VA_)) - AA) (290)

Krummlinige orthogonale Koordinaten Betrachte neue Koordinaten u, v, w,
die Raumpunkte parametrisieren mogen. ¥ = Au, v, w), so dass folgt:

S 181'_, 181'_) 1 o7

ey =

n,ou’ G = n, v’ b = 1, OW
Wobein, = | | ny, = | | Ny = | |1st = ¢, €y, &, sind wechselseitig orthogonal.
Dann gilt ohne Beschrankung der Allgemeinheit, dass
e, = €, X &, (2.91)

Einfachstes Beispiel: Kartesische Koordinaten x, v, z:
=(1,0,0), ey (0,1,0),2. = (0,0,1)

Im Allgemeinen jedoch werden die Richtungen ¢, ¢, &, vom Ort abhidngen.
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rcos @ sind
Beispiel Kugelkoordinaten /1,9, ¢) =| rsingsind |.

rcos 9
cos @ sin 9 COS ¢ cos I —sing
¢ =| singpsind |,& =| singpcosd |,& =| cos¢
cos ¥ —sind 0

=>e}=eﬁ><e"s

Vektorkomponenten
A = GA+EA, +EA. (2.92)
= e_)vAv + e_)uAu + e_)wAw (293)
Ay = BA=CEA+EEA, +EEA, (2.94)
A = G@A)+E@A) + @A) (2.95)
= Z (€2)i(E); = 0 (2.96)
aefu,v,w}
Dies ist die sogenannte Vollstandigkeitsrelation.
Nabla in Kugelkoordinaten
Vo= &) +8(V)s + (V)
(V), = cos@sin 8i + sin @ sin Si + cosd— = i
" ¢ ox 14 dy dz  or
Dann folgt mit Benutzung der Kettenregel:
d 10 1 4
V=¢=—+&-==+¢——— 297
e8r+esr8«9+e@rsin88(p (2.97)
LaPlace-Operator in Kugelkoordinaten:
19, ,0 1 4 d 1 0
A=V>=——(r= SN d=) + s——=— 2.98
r2 or r or’ " 7sin 9 99 (sin 078) T sing dp? (2.98)

Beachte: Sphéarische Richtungsvektoren sind ortsabhdngig. Mehr iiber den
LaPlace-Operator am Beispiel des Coulomb’schen Gesetzes.

S

= 1 qq2712

12 = —
2

41teg r, 112

1

ir_ V- (2.99)

72

=Ny
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Betrachte , ,
Vo) = A= 2—— =0,r#0 2.100
(V=) 2l y=0rs (2:100)
Was passiert fiir r = 0? Regulierung von 1. Be1sp1e1:
Xx(r e) = 1 (2.101)
, Vr2 + g2 '

1
x(0,¢)=— z—:>0 11m Xx(r e) =

27T Tl 0o 00
f d(pf dd sinSf drr*Ay = 47'(f drr*Ay =
0 0 0 0

I B DI e
tn [ 200 = 4 ool - [ o)
%,_/

fd3rA)(

Brz X

(9 r=co __ 2£ 00
471[7;(72()—0(]?:0 = 4n[r &rxlo

= 4 lim r* 82 = —4n (2.102)

Zusammengefasst:

AL=0,r#0 1
fabral - a }A; = —475(7) (2.103)

Beachte: Zur Herleitung von (2.102) war die spezielle Gestalt der Regulie-
rung y unerheblich, gebraucht wurde nur die Eigenschaft lim,_,, 7‘2% x = —1.
Manchmal niitzlich: Radialanteil des LaPlace-Operators:

2 1 0>
12 (91’( 7 or2 o2

Ergebnis: Die Funktion —;= ist die sogenannte Green’sche Funktion (nach

George Green, 1793-1841) des LaPlace-Operators und erfiillt

-1
— =90 2.104
4mtr 7 ( )
Allgemein: Es sei D Differentialoperator beziiglich unabhéngig Variablexy, ..., x,
(Beispiel: D = A = axz + ;; 8‘9—222). Eine Green’sche Funktion G ist jede Funktion
mit der Eigenschaft

DG(x1, ..., x,) = 0(x1) ... 0(xy) (2.105)
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Green’sche Funktionen sind niitzlich zum Losen inhomogenen Differential-
gleichungen der Form

Df(x1, ..., xn) = y(x1, ..., Xp) (2.106)

Losung:

flx1, .y xn) = f“’ dxi ... foo dx, [G(x1 = x7, ..., X0 = X,)y(x], ..., X;,)] (2.107)
Beweis

Df(x1,....,x,) = I: dxi... I:[G(xl =X e Xy = X)) Y(XY, ., X)) =

= f dx; .. f [6(x1 —x7) ... 0(x, — x,)y(x], ..., x)] =
Y(x1, ... Xn)

Die Losung (2.107) ist nicht eindeutig, da Losungen der homogenen Gleichung

Dfo(xl, cery xn) =0 (2108)

addiert werden koénnen. Ebenso ist die Green’sche Funktion nicht eindeutig
bestimmt, sondern nur eindeutig bis auf homogene Losungen

D(G + fo) = DG = 5(x1) . .. 5(x,) (2.109)

Diese Freiheit in der Green’sche Funktion kann genutzt werden, um Anfangs-
und Randbedingungen zu implementieren.

Die Differenz zweier Green’schen FUnktionen ist immer eine Losung der ho-
mogenen Gleichung

D(G; — Gy) = DG, - DG, = 0 (2.110)

Die Green’sche Funktion des LaPlace-Operators ist niitzlich zur Losung der
Poisson-Gleichung (Simon-Perus Poison, 1781-1840).

AF() = y() (2.111)
Beispiel aus der Mechanik: Harmonischer Oszillator

82
D= 55+w (2.112)

y(t),y = %F(t) (2.113)

Dx(t)
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Green’sche Funktionen:

GR(t) @(t)é sin(wt) (2.114)

Gt = —@(—t% sin(wt) (2.115)

Wobei GR die retardierte und G die avancierte Green’sche Funktion beschrei-
ben.
DGRA(1) = (1) (2.116)

Beweis

DGR = 5(t)% sin(wt) +206(t) cos(wt) F O(xt) sin(wt)w + O(xt) sin(wt)w

S
—0(t) cos(wt)

= o(t)
Losung der homogenen Gleichung;:
x(t) = f ¥ GRA(t — t’)l_Tm(t’) (2.117)

GR(t—t) =0,t < t'. Retardierte Lésung benutzt nur F(#) mit t > #/, das heifdt #’
liegt in der Vergangenheit von t. GA(t — ') = 0,¢ > ' benutzt nur F(#') mit ' > ¢,
das heift ¢’ liegt in der Zukunft von ¢!

2.3.3 Integralsitze
1. Gaufd’scher Satz

f PrVA = f dSA (2.118)
1% A%

mit dV als Rand des Volumens V.
Beweisidee Betrachte Quaderformiges Integrationsvolumen

> i 4 L 9A, OA dA
3 _ X Y Zy
j‘;d VA = j;o dxfy0 dyjz; dz( o + 7y + az)—

Y
[Cav [ a2 - Ao, +
Yo 20

+

[ [zt n - Ao 2 +
X0 Z0

+

X1 Y1
f dxf dy(AZ(xl %Zl) _Az(x/ y/ZO)) =
X0 Yo

- fdf?”
aV



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE TECHNIKEN 22

Nun fiille beliebiges Integrationsvolumen mit infinitesimalen quaderformi-
gen Volumina.

Beispiel Kontinuitadtsgleichung 1} 0+V ]?: 0

Q= jtfd?’rp— fd?’rV]?:—f d§]? (2.119)
v v

Die Anderung der Ladung nach der Zeit ist gleich dem Fluss durch den
Rand des Volumens V. In diesem Sinne kann der Gaufische Integralsatz
als physikalische Aussage verstanden werden.

2. Stokes

f dS(V x A) = 95 diA (2.120)
S S

Mit dem Rand der Fldche dS und dem Bogenintegral tiber das geschlosse-
ne Volumen, benannt nach George Stokes (1819-1903). Orientierung der

Flache, das heifst Richtung des Normalenvektors relativ zu 95 ist wichtig.
Beweisidee Betrachte flaches Rechteck in der xy-Ebene, also mit z = 0.

fsdsT’(V x A)

Ay an

fxl Y1 )
dx f y
X0 Yo J

Y1 X1
f dy(Ay(x1, y) — Ay(xo,y)) — f dx(Ax(x, y1) — Ax(x, o)) =

Yo X0

f ArA
JSs

Nun fiille beliebige Oberfldche S mit infinitesimalen flachen Rechtecken.
Beispiel Integrale Form der Maxwellgleichungen

f GE = L f PV (2.121)
v € Jv

f dsBE = 0 (2.122)
2%

56(175 - f 458 (2.123)
as

9§d7§ = — ds +—fd§E (2.124)
ES €oC

Beachte: Die differentiellen Maxwell-Gleichungen (1.13)-(1.16) enthalten
mehr Informationen als die obigen nichtlokalen Beziehungen. Da die
Volumina und Oberfldachen aber beliebig sind kann man die lokalen
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Maxwell-Gleichungen durch Betrachten infinitesimaler Integrationsbe-
reiche zuriickgewinnen.

- . 1 -
VE@) = lim— fa Vd?E (2.125)
VxE@ = lim< [ arE (2.126)
S—0 S

7immer enthalten in V bzw. S.

2.3.4 Potentiale
Skalarpotentiale

Definition 8 Ein Unterraum Volumen V C R® heifdt einfach zusammenhiingend,
wenn alle geschlossenen Kurven stetig ineinander iiberfiihrt werden konnen, ohne V
zu verlassen.

Nun sei E ein Vektorfeld mit V X E = 0 in einem einfach zusammenhdngenden

Bereich (Beispiel: Elektrostatik, V X E=-B-= 0). Dann gibt es einen skalares
Potential ¢(7) mit

E=-V¢ (2.127)
Das Minuszeichen ist Konvention. Beziiglich eines fest gewihlten Koordina-
tenursprungs O ist () gegeben durch

o) =~ [ arE) 2.128)

dabei ist C eine beliebige Kurve, die O und 7 verbindet. Diese Konstruktion ist
unabhéngig von der Kurve C. Betrachten dazu ¢'(7) = — fc dPE(?).

-

FO -0 = aEF) =~ [ E)=0

c-ic

Beweis von (2.127), (2.128) Da ¢(7) nach Konstruktion rotationssymmetrisch
ist, wihlen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit 7 = (x,0,0) und C als

Gerade zwischen O und 7.
X a¢
_ ’ - v
(P = fo dx'Ef7) = - = ~E,

Fiir allgemeine Richtung: V¢ = -E.
Die Maxwell-Gleichungen: VE = 51—0@.
1

= V(V9) = Adp = -—0 (2.129)
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Poisson-Gleichung fiir skalares elektrostatisches Potential ¢. Die Losung ge-
schieht mittels der Greenschen Funktion.

P(7) = 1 f d’r o) (2.130)

4reg e

Beispiel Punktladung o(7) = 4:6(7 - 71).

= () = —&

 Are|F - 7|

S

5 q192 112

Fi2 = =q2(VO(7))r, = T =
driegr], [l

Coloumbsches Gesetz folgt aus Maxwellgleichung:

5 1
VE = —
EOQ

Vektorpotential Es sei B ein Vektorfeld mit VB = 0 in einem einfach zusam-
menhdngenden Bereich. Dann existiert ein Vektorfeld A mit
B=VxA (2.131)

A dem Vektorpotential von A Explizit bedeutet das:

- [Qy dy'B.(x, v, z)

A= 1 fo dx'B,(x', y,2)
foy dy' (Bx(x,v’,z) + Bx(0, ¥, 2)) — K dx'(B,(x’,y,z) + B,(x',0,2))
(2.132)
0A, 0B, (X, y,2)

aA, v
2V A, = A= T = By + B0y - fo =

* 0B, (X', y,2) B Y 0B(¥,y,2) B
- j; dx —, = B.(x,y,z) + Bx(0,y,2) +‘[0 dx o0y =

= B.(x,v,2) + B:«(0,y,z) + Bx(x,y,2z) — Bx(0, y,z) = 2B+(x, y,2)

Ist A eindeutig?
B=VxA=VXxA,Vx(A-A)=0

- - -

A-A =VQ,A=A +VQ (2.133)
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Das Vektorpotential ist nicht eindeutig sondern nur bis auf den Gradienten
eines beliebigen Skalarfeldes bestimmt. Diese Freiheit kann man dazu nutzen

weitere Bedingungen an A zu stellen, wie z.B.
VA =0
(sogenannte Coloumb-Eichung)

0=VA=VA +VQ)=VA +AQ

AQ = -VA'
Beispiel fiir Coloumb-Eichung: Magnetostatik

N N - 1 rd
EZO,VBZOIVXB:_Zj
EoC
VX (VXA)=V( VA )- = —f
- = 5002]
0
- 1 >
ANA = ——
eocz]
N 1 i
_ fd? )
41tec? ¥ =7
I
A= | py Z(rl
4mt ¥ —7|
vA = B[y =4 | 4TIV -
o) - )
- N ) Vi
- B [erfewts = e - 210
47 F—7| 4n =7 =7

Mit (2.79) = V'j(?) + 20 = 0.

(2.134)

(2.135)

(2.136)

(2.137)
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1
Vas = V=22 + -y P+ -2y =
r—r
-7
=7
, 1 =7 _ S 1
P P- -7
5 g Ho 3.0 (77)_ 77)
B=VxA=— [ &7j{)x 2.138
£ [ ariir) < T 2139)
Biot-Savat Gesetz ~ Coloumb-Gesetz der Magnetostatik
S 1 o7 —7)
E=-Vo=— | &r——— 2.139
e - PP (2199

Die Kontinuitdtsgleichung (2.79) folgt aus der Maxwell-Gleichung:
Aus (1.13) folgt VE = S—‘; (Gaufische Gesetz fiir den elektrischen Fluss). Mit

1.16) VX B = e i+ C%]:? (Ampere-Maxwell Gesetz) folgt:

= 1 - 153
= V(VxXB)=V(—j+ =E) =
0 = VVxB)= V(5] 5D
1 >
= @(V]"’@)—O

= Vj_)+@':0

Dabei bezeichnet C%E den Maxwellschen Verschiebungsstrom. (1.14 VB = 0 ist
das Gauf3sche Gesetz fiir den magnetischen Fluss (0 da es keine magnetischen

Monopole gibt). (1.15) Vx E = —Bistdas Faraday-Henry Gestz (der Induktion).
Damit folgt:

O:VXE+§:VX§+V><X:VX(E+Z)
Zur Erinnerung
VxE=0=3¢:E=-V¢ (2.140)
Ux(E+A)=0=3p:E+A=-Vo
Also ist E = —qu—/f.

Zusammenfassung Fiir beliebige elektrische und magnetische E B (die die
Maxwell-Gleichungen erfiillen) gibt es ein Skalarpotential ¢ und ein Vektor-

potential A, so dass
BE=VxA (2.141)
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und .

E=-Vp-A (2.142)
Diese Gleichungen sind invariant unter der folgenden Transformation

-

EHA'=X+VA,¢.—>¢'=¢_%—/; (2.143)

A(7 ) ist eine beliebige Funktion. Diese Freiheit kann verwendet werden, um
bestimmte Bedingungen an Aund ¢ zu stellen (Eichungen).

Theorem 2 (Helmholtz) Sei F beliebig, dann gilt:

F=VxA+Vo (2.144)
Beweis Mit VE = A¢ folgt:
-1 VE(#)
=— | & 2.145
¢ 4m f |7 = 7| ( )
Betrachte nun I’ = F = Vo), VB! = VE—A¢ =0 = AA = -V x F.
- 1 V X F) 7t
A t) = — f d°r ——— (f’ ) (2.146)
47 |¥ — 7|

2.4 Fourierentwicklung und Fouriertransformation

Einfiihrung in die grundlegenden Konzepte und Techniken - ohne mathema-
tische Strenge.

24.1 Fourierentwicklung

Sei f : R — C,x — f(x) eine komplexwertige Funktion einer reellen Variable
mit Periodizitdt L, f(x + L) = f(x).

Die Menge aller solcher Funktionen bilden einen Vektorraum V (im Allgemei-
nen mathematischen Sinne), mit dem Skalarprodukt:

1 (-
(¢, VxV->C (g f)m Z,ﬂ dxg (x) f(x) (2.147)

Wobei mit * das komplexkonjugierte gemeint ist. Insbesondere ist (g, f)* =
(f,9).{af,Bg) = a'B(g, f). Die Basis von V ist:

@) =T nez (2.148)



KAPITEL 2. MATHEMATISCHE TECHNIKEN 28

Jede periodische Funktion f € V kann nach den Funktionen g,(x) entwickelt
werden:

[o¢]

fx) = Z Ccngn(X) (2.149)
L

Cw =g, ) = % f dxe™ T f(x) (2.150)
0

Bemerkung Mit den Fourierkoeffizienten

1, . 1™
Cn =7 j; dxe T flx) = I f; dxe T f(x)

tiir ein beliebiges a (Grund: L Periodizitat).
Zur Fourierentwicklung (Fourierreihe):

flx) = Z (&ns [)8n(X) (2.151)

n=—oo

Weitere Notationen der Koeffizienten:

L L
a, = Cy+C_, = gf dx cos(z—nnx)f(x), b, = 1,(cn—c_n) = zf dx sin(z—nnx)f(x)
0 L i L J, L

L
(2.152)
Einfache Eigenschaften
f(x)reell & ¢, =c, (2.153)
f(x)=f(-x) & b,=0
f(x):_f(_x) Nt an:0
Orthonormiertheit der Basisfunktionen:
1t
(@n &) =T f dxe' T = 5, (2.154)
0

Damit folgt das Parsevalsche Theorem:

Fofy= Y Y A 8nXgws PXgwgwd = Y (F8aXgm Y=Y KF 8P
e n:_m " (2.155)
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Beispiel Periodische 6-Funktion:

f(x) i O(x —x9+mnL),0<xy <L

n=—oo

_j2n
eI T nxo

1
_ = —iEnx —
C”_Lﬁdefm L

. 1N 2eney
= Z o(x —xg+mnL) = ZZ‘elzrn(x—x):

1 * /
= 1 ) s
Dies ergibt die sogenannte Vollstandigkeitsrelation (siehe (2.96))!
Weiteres Beispiel Periodische Stufenfunktion

c, = 1 dxe_izTn”x = %’ n=0
" LJ T £E@T-1), n#0

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

2.4.2 Fouriertransformierte

29

(2.156)

(2.157)

(2.158)

(2.159)

(2.160)

Konzept: Bette Funktion, die von physikalischen Interesse ist, in eine Funktion

hinreichend grofier Periodizitdtslange (Im obigen Beispiel: 2 < L).

L
Lc, = f dx f(x)e T
0
Héngt immer Schwichen von 7 ab, je grofier L wird.

Beispiel Stufenfunktionen (siehe (2.160)).

(2.161)

(2.162)
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durch ein Integral approximiert werden,, also }.,> . + f_ 0:0 dn.

Neue Integrationsvariable ZT”n =k, Lc, = f (k).

_ i - C ikx
flx) = o [m dk f (k)e (2.163)
f(k) = f dx f(x)e_ik" (2.164)
Fouriertransformierte von f(x).
Stufenfunktion
f(x) = O(x)—-0O(x—a) (2.165)
fo = f dxe™™ = (e 1) =
O k
—%ka ) 1
= 251n(§k11) (2.166)
(Vergleiche (2.160))
Einfache Eigenschaften
f(x)reell & f(k) = f(-k) (2.167)
f)=+f(-x) & f(=k) ==f(k (2.168)
(Re-)definition des Skalarproduktes:
6= | axger 2169)
Basis des Vektorraums:
L
x)= —e",keR 2.170)
gx(x) T (

Orthonormiertheit:

(K, i) = R 5k —K) (2.171)
8k k) = 5
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Beweis . .

1 f dye®-0x s 1 dxel® 0= ¢ 5 04

2 J_o 2 J_o, ’

Ia(k/_k)
Damit folgt:
1 - 1 -1 1 e
I(a) = R{— dxelT™9"} = R{=- =———— =0
@ {nfo W) = Rl = Lot = o)

(Vergleiche mit (2.8)!)

fk) = V2r f dxg.(x) f(x) = V21(gx, f) (2.172)

1
V2n
vention und wird verschieden gehandhabt. Dergleichen fiir Faktoren 7,L, ...

bei Fourierentwicklung. Mit (2.163) folgt:

flx) = I dk(gx, f)gk(x) (2.173)

Bemerkung Die Vergabe von Normierungsfaktoren wie 5- oder ist Kon-

Vollstandigkeitsrelation:

f dkgi(x)g(x") = % f dke ) = 5(x — x') (2.174)

(s¢]

Parsevalsches Theorem:

<f,f>=I dxlf(x)lzzf dkl(gk,f>|2=%f |f(k)]? (2.175)

(o]

Raumzeitliche Fouriertransformation:

- 1 2 - L7

E@t = & f dPkdwE(k, w)e' ™= (2.176)

Ekw) = f BrdtE(7, e oD (2.177)
i(kP—cwt

Vorzeichenkonvention, so dass e ) ebene Wellen beschreibt, die in Richtung
k und nicht —k propagieren.

Ebene Welle: Flachen gleicher Phase (zu gegebener Zeit) und Ebene - Gegen-
beispiel: Kugelwelle (%). Bezeichnungen:

K Wellenvektor, k Wellenzahl (manchmal), w Frequenz der Welle.

2
k= Tn, w =21V
Mit der Wellenldnge A, wobei 1 oft die Wellenzahl darstellt was offensichtlich

# k ist.
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Fouriertransformierte Maxwellgleichungen Auch bekannt unter dem Na-
men “"Maxwell im k-Raum”.

Beispiel
5 1
VE(r,t) = —o(7,t)
€0
(2m)* ’ eo (2m1) ’

Benutze lineare Unabhdngigkeit der Funktionen:
20 — k-wt
gl?,w(r’ t) = P (kP-cwt)

oder wende [ Brdte-i-) auf beiden Seiten an:

iKE(K, w) = —a(k, w) (2.178)

Analog folgen die anderen Maxwell-Gleichungen:

ikxEk o) = iwBk w) (2.179)
ikB(Rw) = 0 (2.180)

o 2 - 1 2- . ]_ 2 -

Kx Bl w) = 5k w) - iw5Ek ) (2.181)

Die Transformationen folgen also dem Abbildungsmuster:

Beispiel Elektrostatik

'ﬁ
—ik _ >

— ik x (ikx E) = —k(kE) + RE =0 = E®) = — 60 (2.182)
0
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Nach Riicktransformation erhalten wir:
, 1 S ik
E - Pko(k) — ™ =
@ o | e e

_ Ry 1 iﬁfd\%r/@(?)e—il?f’ —
R

— 1 1 3. (7 3 eiE(?—?)
= Ve‘o(Zn)3fer(r)fdk 2

————

1kr 00 ezkrcosS
I(n = fd3k— f dgof dSsme dkk? 2
= 2n f dk f d cos ¢’ eos¥ =
-1

_ 4 f dksm(kr) 4n f dksm(kr)
0 kr r Jo k

=1J(7)

kr=x,r>0

— smx Tt
R

Wie kommt das letzte Integral heraus (J)?

d — ” _ 1 ” ikr _
51@ = ﬁ dk cos(kr) = 5 j: . dke™ = md(r)

= J() = C+nO(n), ](7) = -J(7)

= C———:>](f) = r>0
2
= I(F)= zi
r
N
= B = -V f iy — 20 (2.183)
4rteglr — 77|
(Vergleiche (2.130))
Beachte f d?ke Izr =1(r) =
r_ 1 3 ok
= = G fd kk2 (2.184)

= f(r) = % o f(k) = ‘i—? (2.185)
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Die Maxwellschen Gleichungen

Aus (1.13) bis (1.16)) ist bekannt:

vE = £

&o

VB = 0

Vxﬁ = —§
> 1 - 1
VXB = —j+—
aoc2] c?

3.1 Eichinvarianz

Aus (2.141) folgt:
B(it) = VX A7, t)
Und mit (2.142):
2 L JA(
E(r,t) = =Vo(r,t) = o

Diese Relationen sind invariant unter den sogenannten Eichtransformationen

[@.143):
(ﬁl—)gb’:(p—%A,A_)l—)/Y’ = A+ VA

Mit einer beliebigen Funktion A(7, t), sogenannte Eichfunktion.

3.2 Einfache Konsequenzen der Maxwell-Gleichungen

3.21 Wellengleichung

VX (VXE) =V(VE = AE = —VxB = ——7-—F



KAPITEL 3. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN 35

12E - 1 1z

Analog fiir das magnetische Feld:

1
€0C2

1

VX (VxB)=V( VB )-AB=—Vxj-=B
—— C

=0
128 - 1

72 _AB=—vVxi 32
= c2 Jt? £0C? J (3-2)

Definition 9 Unter dem Wellenoperator, oder auch D’ Alembert-Operator, Box-Operator
oder in der Quantenmechanik “Quabla” genannten Operator versteht man:

1 07
O = gﬁ -A (33)
Homogene Wellengleichung:
nDE=0B=0 (3.4)

Benutze Fichfreiheit um ¢ = 0 zu fordern, wenn ¢ # 0 benutze Eichfunktion
Amit ZA = ¢.

E——§:>VE—O—— E——§VA
Somit folgt dass VA zeitunabhdngig ist, da:
d_ -
—VA =
ot 0

Zusitzliche Anforderung moglich: VA =0 (Kann immer realisiert werden
durch Gradienten einer zeitunabhédngigen Funktion).

Ergebnis Im Vakuum (¢ =0, j%: 0) kann immer die folgende Eichbedingung
gefordert werden:

o7 1) = 0,VA[F,H =0 (3.5)

Dies entspricht der sogenannten Coloumb-Eichung oder Strahlungseichung.
Damit folgt:

> > > 1A
VX(VXA)—V(VA)—AA——C—Zﬁ
1RPA - o
=222 _AA=pA=0 (3.6)

c? ot?
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Wellengleichung fiir das Vektorpotential. Betrachte Wellengleichung in 1 + 1

Dimension: PP
1
2or g2 0 (37)
10 Jd. 10 J
& (Eg + g)(zg - a)f =0 (3.8)
Setze nun neue Koordinaten:
u:ct+x,v:ct—x,ct:%(u+v),x:%(u—v) (3.9)

1 9 9 9 I 4

c&t_8u+o7v'8x_o7u v

Mit folgt nun:
d d
=== f =0 (3.10)
= f = filw)+ fo(0) (3.11)
e f(x,t) = filct +x)+ fo(ct — x) (3.12)

Beachte: fi, f, sind beliebige Funktionen. Wahrend f; = fi(ct + x) eine Wellen-
bewegung in negative x-Richtung beschreibt, tut f, = f,(ct — x) dies in positive
x-Richtung. Beide Losungen propagieren mit der Geschwindigkeit ¢ - Licht
oder allgemeiner, elektromagnetische Wellengeschwindigkeit. Betrachte nun

elektromagnetische Potentiale go,ff ohne Coloumbeichung .

1 - 1 0  PA

VX (VxA)=V(VA)-AA = $]+C—2 —Vggp—ﬁ
1 82 — 1 a(p > >

Wir benotigen eine neue Eichbedingung, die sogenannte Lorentz Eichung;:

dp

Somit folgt:
- 1 >
A=_—"_7 1
=0 e ] (3.15)

Ahnlich (1.13): V(-Vo - 2 = Lo, Mit (3.14) folgt:

1 0°

—gp=2
25a7 Ap =0¢ = o (3.16)
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Frage: Ist Lorentz- Eichung 4) immer moglich?
Beachte: Q(’t) = & ‘;t + VA # 0! Um umgeeichte Potentiale ¢’, A’ mit

Ve =0
e TV =
zu konstruieren, betrachte Eichfunktion A(7, t) mit:
1 82 - -
(G55~ MAGH = ~Q(Fh (317)

“Inhomogene Wellengleichung” ~» Hilfreich zur Losung ist die Greensche
Funktion. Die Greensche Funktion in Verbindung mit dem O-Operator kommt
spdter. Nun mehr iiber Licht: Betrachte

= E(x + ct)

E(x,
ﬁ fdxfdt]; (x + ct)e®=oh =
f dx f th(x)e—lkxe—Z(ick—w)t _

= 218(w F ck) f dxE(x)e ™ =

= 2n8(w F ck)E(K) (3.18)
Machen Probe:
- 1 g .
— i(kx—wt) _
E(x,t) o fdkfda)E(k,a))e
- % f dKE ()= = E(x + ct) (3.19)
In drei rdaumlichen Dimensionen:
E@t = (2;)3 f d%ﬁ(l?)ei@?-ckf) (3.20)
ER = f PrE@e™, k = |k (3.21)
Bt = (2711)3 f PKB(R)e F-kD (3.22)

(3.23)

Somit folgt tiber

VB@H =0=

B31.( 2B (AN i (kP=ckt)
oy fd k(ikB(k))e
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-

dass ﬁé) (k) = 0 gilt und somit die Transversalitdtsbedingung herrscht:

k1B (3.24)
5 15 > 2 - k=-

VXB= EE = kXxB(k) = _EE(k) (3.25)

= Fx(@xB)=-"FxE
= KB-= —%l?f — kB = —kxE (3.26)

Man kann nun folgende Aussagen treffen:

= [ER) = B (3.27)
—kLEK L Bk)LEk (3.28)

Hier hat das Gaufische Einheitensystem den Vorteil, dass sofort Iﬁ(E)I = If_%)(l?)l
gilt (ohne Vorfaktor!). Es sind verschiedene Polarisationen moglich (linear,
zirkular, elliptisch). Aufgrund der Transversalitdtsbedingung sind nur 2 Pola-

risationsrichtungen unabhéngig. 1} folgt auch aus VE = 0 (im Vakuum).

3.2.2 Kontinuitdtsgleichung
Hierfiir siehe (2.3.4)!
3.3 Maxwell’sche Gleichungen in Materie

Konzept: Teile Gesamtladungsdichte o(7, ) und die Gesamtstromdiche ]'_2171 t)
auf in freie und gebundene Ladungen und Strome.

of,t) = os(Tt) + 04(7 1) (3.29)
78 = jHE8+ jo# D (3.30)

0f, j} beschreibt bewegliche (itinerante) Ladungstréger in kondensierter Mate-
rie (Festkorper, Fliissigkeiten).

Oq, ]Z, beschreibt an Atomriimpfe gebundene Ladungen und Strome in konden-
sierter Materie. Definieren nun neue elektrische Feldgrofien:

D = eE+D (3.31)
VD = g (3.32)
VP = —p, (3.33)
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Wobei D die dielektrische Verschiebung bezeichnet und P die Polarisation.
Das selbe kann man auch fiirs magnetische Feld definieren:

d=15_w (3.34)
o
(Aus historischen Griinden und wegen physikalischer Gesetzmaéfiigkeiten se-
hen (3.31) und (3.34) nicht symmetrisch aus!)
VxB= yO]TVijI:]Tc,Vx]\Z:]z,

Mit dem Magnetfeld H, der magnetischen Flussdichte B und der Magnetisie-
rung M.

VxH = j; (3.35)
VXM = Jj, (3.36)

VD = g (3.37)
VE = 0 (3.38)
VxE = -B (3.39)
VxH = j;+D (3.40)

I

Homogene Maxwell-Gleichungen ungedndert 1} 1b in den anderen g,
ersetzt durch ¢, ]7. Ferner gilt:

VB=—g,VxM=j,-P (341)

Aus (3.37),(3.40) bzw. (3.33), (3.41) folgt die Kontinuititsgleichung in Materie:
or+Vjs = 0 (3.42)

e+ Vjg = 0 (3.43)

Soweit ist das Ganze ein physikalisch motiviertes aber immer noch recht
Formales Konzept. Dies wirft einige Fragen auf, z.B. nach der Anschauli-

chen Bedeutung von P und M. Der Vollstandigkeit wegen noch die Maxwell-
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Gleichungen in Materie im cgs-System:

D = E+4rP (3.44)
H = B-4nM (3.45)
VD = 4ny; (3.46)
VE = 0 (3.47)
VxE = -B (3.48)
VxH = 47”]§+% (3.49)

1351 — ﬁﬁcgs’ §SI — %B’cgs, IjISI — ﬁﬁcgs,MSI — CMcgs (350)



Kapitel 4

Elektrostatik und Magnetostatik

4.1 Multipolentwicklung

4.1.1 Das elektrische Potential
Aus (2.130) wissen wir mit der Randbedingung (lim,_,., o(r) = 0):

(P(F) — 1 der/ Q(?)

drmeg 7= 7|

Nun sei o(7) nur von Null verschieden innerhalb einer Kugel vom Radius R
und Ursprung 7 = 0. Nun betrachte ¢(7) fiir » > R.

1 1 1 1

S = =
[¥ =7 r+r2=2rr T1-2%+%

Mittels Taylorentwicklung gelangt man auf die Multipolentwicklung:
1 7 1r?

3 (i)
-+ —=—=—+-4
:>r B 2 8

Somit ergibt sich fiir das Potential:

R3
+ O(r_5)

O(F) = ! (%fd3r’g(17)+r%fd3r’p(7)7+%fd%’g(?)(?a(??)z—rzr’2)+...)

4rteg
(4.1)
Oder abgekiirzt geschrieben:
1 Q 1w 1
(P(F) = 47’(80(7 + 1’_3 + ﬁQi/rirj + ) (42)
Der Gesamtladungs-oder monopolterm (Skalar) sieht wie folgt aus:
Q= [ et 4.3

41
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Das (elektrische) Dipolmoment ist ein Vektor:

P= f Pro(7 (4.4)

Das Quadrupolmoment ist ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe:

Qij = f d’ro(P)Brirj — r*0;;) (4.5)

Dabei stellen die Eigenwerte des Tensors die Quadrupolmomente dar. be-
schreibt Elektrostatik in grofser Entfernung von der Ladungsverteilung (Fern-
feldndherung).

Elektrisches Dipolmoment und Polarisation:

E33)
P = fd%&(?)ﬁ—fd?’erﬁ:
= — f dS(7) + f PP = §= f &*rP (4.6)
v
=0
Raumliche Mittelung:
fd%ﬁ ~ PV = PB= % 4.7)

Dielektrische Polarisation P ist das elektrische Dipolmoment pro Volumen.
Dies motivierte das Vorzeichen in der grundlegenden Definition (3.31))!

Bemerkung Fiir (4.6) gehen nur die gebundenen Ladungstrager ein. Die frei-
en Ladungstrdger tragen (unter anderem) zur Leitfdhigkeit bei, aber nicht zum
Dipolmoment.

4.1.2 Das statische Vektorpotential
Aus ist bekannt:

AR =1 f i)+ 1 f R (4.8)

r
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Erster Term:
0 = f (dSjjr; = f Prvi(jer) = f Pr(j; - 1:0) (4.9)
= fd:“‘rﬁf) =7 (4.10)
S f FriR) = 0 (4.11)
Letzteres gilt nur im statischen Fall. Betrachten nun den zweiten Term:
0= [@Shnn= [ @vinn = [ @rn+jn-mno @)

Mit Statik (¢ = 0) folgt:

fd?’rjirk = —fd3rjkri(:>rifd3r'jkrl’. = %rifd?’r(jkri—jirk) = (F’xfd‘%r(]?xf’))

(4.13)
2o Honix7¥
AR = -+ (4.14)
W= % f Br7x J) (4.15)

1 ist das magnetische Dipolmoment. Der Zusammenhang zwischen dem Ma-
gnetischen Dipolmoment und der Magnetisierung folgt aus:

Id

i = %fd%(?x ]g)=%fd3r(7>< (V x M)) =
= %fd?’r(riﬁMj _T’jvl‘M) = —% fd?)r(Miﬁri _Mviri) _
B _% f d’r(-2M) = f PrM @16

Raumliche Mittelung tiber [ &BrM ~ MV:

-

- m
= — 417
= M v (4.17)
Magnetisierung ist also magnetisches Dipolmoment pro Volumen.

Bemerkung Im Gaufischen (cgs) Einheitensystem folgt:

1 2 .- - - ﬂj)lcgs
2e8s d3 _)X ; ’Mcgs — MSI = M =
m o f r(¥ X j) c A
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Somit sind die Schreibweisen identisch. Fiir das elektrische Feld folgt nun:

3(p)yt P
(-5 (4.18)

2 o 11
M= ey 13 4me

Und fiir das magnetische Feld:

&mxr_&S(rm)r_@) (4.19)

R
Bpy = V X =
M 4t 18 4t 1 3

Rechnung tiber:

L7 LT m m m 3(Fmr
(m(VF)—(mV); :(3r_3_3r_3_r_3 ; )

4.2 Verschiedene Typen dielektrischer und magne-
tischer Materialen

4.2.1 Dielektrika

1. Deformationspolarisation

—

(motiviert relatives Vorzeichen von P)

2. Paraelektrika: permanente Dipole (zum Beispiel H,0) - Orientierungspo-
larisation durch dufSeres Feld

3. Ferroelektrika: Spontane Orientierung permanente Dipole unterhalb der
Curie-Temperatur. Beispiel: BaTiOj3. In den beiden oberen Fallen gilt:

P =P(E),P(0)=0 (4.20)
Entwickle dies nun in folgenden Term:

P = xreoE (4.21)
mit y¢ elektrische (dielektrische) Suszeptibilitat (fiir homogenes isotropes
Medium)

D = 1+ )(E)eoﬁ = ereoﬁ (4.22)
& = 1+ xg (4.23)

Dies ist die sogenannte Dielektrizitdtszahl (Permitivitdt). Im thermischen
Gleichgewicht gilt (siehe Landau-Lifschitz Band VIII):

Xe=20=¢62>1 (4.24)
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4.2.2 Magnetische Materialen

1.

4.3

2.

Diamagnetismus, Paramagnetismus
M = M(H), M(0) = 0 (4.25)
Keine spontante Magnetisierung. Entwickle
M = yuH (4.26)
die sogenannte magnetische Suszeptibilitdt und

=1+ xu (4.27)

die Permeabilitdt wobei y) < 0 Diamagnetismus beschreibt - welcher in

der Natur am weitesten verbreitet ist, da H einen Kreisstrom induziert,
welcher nach der Lenz’schen Regel ein entgegengesetztes Feld induziert.
Bei xp > 0 herrscht Paramagnetismus.

B = (1+ xm)uoH = prsoH (4.28)

. Kollektiver Magnetismus

e Ferromagnetismus: Hysterese, Curietemperatur, z.B. bei Fe, Co, N, Gd
wobei Tc(Gd) = 30°C, oder auch Ferromagnetische Halbleiter.

e Antiferromagnetismus: Wobei sich die einzelnen Doméanen gegen-
seitig aufheben, abhdngig von der sogenannten Neil-Temperatur Ty.

e Ferrimagnetismus: Einzelne Bezirke schwédchen das Gesamtbild,
womit sich ein Wert grofier als 0 ergibt, aber kleiner als moglich.

Elektromagnetische Felder an Grenzflichen

. VD = of, VP = —0¢. Wir denken uns ein Volumen in Form einer Gaufs’schen

Dose iiber die Grenzflache - also in den beiden Materialien. Nach dem
Satz von Gauf$ folgt nun:

A(Dy — Dy) = oy (4.29)
Mit der Oberfldchenladung der freien Ladungstréger o.
VB = 0 - selbes Gedankenmodell wie eben:

(B, —B) =0 (4.30)
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3. VxH = ]113 Wir denken uns eine Rechtecksfldche. Die beiden Grenziibert-
retenden Seiten lassen wir gedanklich gegen 0 gehen. Nun gilt mit dem

Satz von Stokes: L 5

Mit der Oberflichenflussdichte ]? der freien Ladungstrager. (4.31) gilt

=2 . .
nur, wenn D an Grenzflache endlich ist.

4. Das selbe wie eben nochmal mit V x E= —§ = wenn § endlich ist an der
Grenzflache: . .
Ax(E,—E) =0 (4.32)

Zusammenfassend gilt, wenn o = 0, ]? =0:
1’_1)(52 — 51) =0, T_l)(é)z - B)l) = O,ﬁ X (ﬁz - ﬁl) = O,ﬁ X (Ez - El) =0 (433)

Die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes E und des Magnetfeldes
H sowie die Normalkomponenten der Dielektrischen Verschiebung D und der

Magnetischen Flussdichte B sind stetig an der Grenzfldche. Dies gilt nicht nur
in der Statik, sondern auch im dynamischen Fall und folgt in der Optik.

4.4 Die Poisson-Gleichung

AG(P) = f(P), AA) = §) (4.34)

Bisher nur folgende Randbedingungen betrachtet: lim, ., ¢(7) = 0, lim, A =
0. Im folgenden betrachten wir nur das skalare Feld (¢(7)). Betrachten ein end-
liches Volumen V mit Rand S = dV. Zwei Typen von Randbedingungen:

1. Dirichlet:
O = h(P), 7€ S (4.35)

2. Neumann:

do

on

Mit 71, der Normaleneinheitsvektor auf S.

= V¢ = h(P), 7€ S (4.36)

h(7) ist dabei eine vorgegebene Funktion. Beweisen nun die Eindeutigkeit der
jeweiligen Losung;:
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1. Dirichlet: Betrachte zwei Lésungen ¢, ¢’ die (4.35) und A¢p = A¢’ = f(7)
erfiillen. Definiere nun u := ¢ — ¢’. Somit folgt:

Au=0,u=0auf$ (4.37)

Die Losung dieser Laplace-Gleichung ist # = 0. Nun stellt sich die Frage
nach der Eindeutigkeit dieser Losung. Wir betrachten dazu zwei Losun-
gen der Gleichung, uy, 1, und definieren uns W := u; — u,. Zu zeigen ist,
dass W = 0 gilt. Betrachten dazu die Green’sche Identitit:

f d§\yla—\1f = f Br(V, AV, + (VW) (VW) (4.38)
v on 14

Dies gilt fiir beliebige Skalarfelder W;, W,. Setze nun ¥W; = W, = .
= fd3r(v\p)2 =0=>V¥Y=0= V¥ = const
1%

Damit folgt, dass u = 0 die eindeutig Losung ist (11 = uy = u).

Beweis von (4.38), der Green’schen Identitit Betrachte
H=W,VV¥, = VH = WAV, + (VI,)(VV,)

Nun verwende den Gaufs’schen Satz und es folgt direkt die Green’sche
Identitat.

Bemerkung Durch Vertauschen von W;, W, in (4.38) und Subtraktion
der beiden Gleichungen erhélt man die sogenannte zweite Green’sche

Identitat:

f d§(\1118\{2 —\1/28\{1): f Pr(V,AY, — W,AW;) (4.39)
oV on on 174

2. Neumann: Beweise zundchst Eindeutigkeit der Losung der Laplace-Gleichung
= Eindeutigkeit fiir die Poisson-Gleichung.
Beachte: Randbedingungen im endlichen sind im Allgemeinen inkom-
patibel mit Invarianz unter rdumlichen Translationen der Ladungsver-
teilung. Beispiel ist gegeben durch entfernen von Ladung im Bezug auf
eine Leifdhige Platte. Die Translation dndert somit die physikalische Si-
tuation, was Konsequenzen fiir die Green’sche Funktion hat:

G 7) + G(F—7) (4.40)
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Dies ist die sogenanten Translationsinvarianz die wir nun genauer untersuchen
wollen:

NG(I7) = ApG(r, 7)) =07 —1) (4.41)

7)) = ————— + o7 4.42

G(7,7) 7 + @, 1) (4.42)

Ap@7) = App(F,7) =0 (4.43)
1

Ap(r) = —S—O@(F) (4.44)

Zweite Green’sche Identitét (4.39):

f &7 (9(F)AG(F, 7) — G, ) Ar (7)) =
1%

o) + f PG ) ol) =

> dG dp
= - _ 2> 2 _r
Lv dS(p(r') pP G, 1) pE

Somit folgt:

dp

> (4.45)

o) =+ [ GG+ [ S5 - 667
& Jy oV on’

Bemerkung Wenn V der gesamte Raum ist und ¢ im Unendlichen verschwin-

det, dann gilt:
1

4n|F— 7|

Nun benutze Funtkion ¢ um andere Randbedingungen zu erfiillen:

G(7,7) = GF~7) =

1. Dirichlet: Wenn ¢(7) (aber nicht %) auf dV gegeben ist, versuche folgende
Bedingung zu erfiillen:

- > o 8(p
f dS,GD(T’, r )—_) =0 (446)
oV an

Dies kann erfiillt werden durch die

Gp(7,7) = O0V¥7 € S (4.47)

Aus (4.45) folgt nun:
dGp

1 R )
o) = i fv B Gp(7,7)o(P) + fa VdS P o (4.48)
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2. Neumann: Wenn % = —Eit gegeben ist auf Rand dV, versuche folgende
Bedingung zu erfiillen:

% 5 dGy
ds’ (7 = 4.49
fa ) Pr)5=" = Po (4.49)

mit einer Konstanten ¢y.

Beachte Der Ansatz -2.G(#,7) = OV7 € dV fiihrt zum Widerspruch.

o’

f 326N _ f Br ArGnF7) = 1
dJ 1%

v o

Daher folgender Ansatz:

d 4 1
aﬁ/G(r,r) = (4.50)

Mit A, dem Flacheninhalt von dV. Mit (4.49) folgt nun:

1
Po=~ fa § dSe(7) (4.51)

Potentialgemittelt tiber Oberfldche JV:

N 0
o0 == [Ere@nen) - [ dSeEnst s
€0 v o’

Beispiel fiir explizites Losen der Poisson-Gleichung;:
Methode der Bildladung - Problem: Ladung vor leitfahiger Platte. Aus (4.48)
wissen wir: o(7) = g6(F — 7) somit folgt:

o) =~ [ @1 Gol™ = =L GolE, 7 (4.53)
0 0

Ausdehnung Platte grof8 gegen |7’].

Gp(F,7) = - 7, 7)

——— + (7

a7

Konzept: Interpretiere —é%(p(?, 7) als Potential einer fiktiven Ladung auferhalb

V, die zusammen mit dem Beitrag m der Punktladung bei 7 die Randbe-

dingung ¢ = 0 auf dV realisiert.

1 q qs
(

Y

+
ney |F—7|  |F+ 7

o) = ) (454)
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Essei? = (0,0,2),z > 0,7 = (0,0,25),zp < 0 aufgrund der Symmetrie. Nun
gelte () = 0, Y7 = (x, y,0). Somit folgt:
_ 1 + gL

V2 + 12+ (=22 X+ Y+ (2))?

Nun gelte gz = —g,zg = —z’. Somit haben wir die Gleichung fiir die Bildladung
(oder auch Spiegelladung - in Magnetostatik: Bildstrome):

<0

g 1 1

= - 455

(P(F) 4meg |77)— 17)’| |7+ ?’l) ( )
1,1 1

Gp = —— - 4.56

0 w-r e (£6)

Beachte Gp(7,7) = Gp(7,7) # Gp(¥ — 7)! Das Elektrische Feld sieht nun wie
folgt aus:

R qg (xyz-2') xyz+2z)
E = -V = - 4.57
") 29 47150( |7 -7 |7+ 72 ) (4.57)
. 9 27 )
E(x,y,0) = 4n€o((x2 PEEIT: )é. (4.58)
Losung der Laplace Gleichung in Kugelkoordinaten
AP(P) = 0,0(7) = P(r, 3, ¢)
19 ,0¢ 1 d,. 09 1 % B
r—za(i’ W + 2 SiIIS%(Sln \9@ + 2 sin2 98_g()2 =0 (459)

Man sieht schnell: Radiale und Winkeldifferentationen sind seperiert. Nun
wird ein Seperationsansatz folgendermafien gemacht:

o1, 9, ¢) = RNY(S, ¢)
Somit folgt:

1,1 9,. JY 1 0%

li(FZd_R) = __ -
dr’ 29 sjnZSaQDZ

Rdr

Y 'sin 9 99 ) (2.60)

Linke Seite hdngt nur von r, rechte nur von 9, ¢ ab. Daher miissen gleich einer
Konstanten [(I + 1) sein.

d ,dR
(P =) =1+ R (4.61)
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Dies ist die sogenannte Radialgleichung.

1 J aY 1 Y
Sns s O IGg) G g - DY (4.62)
Weiterer Seperationsansatz: Y(3, @) = A(3)B(p).
n’ __1aB
S(A 979 (smS )+ I(1+1)) = B (4.63)

Linke Seite hdngt nur von 9 ab, rechte nur von ¢. Daher sind beide Seiten
gleich einer Konstanten m?. Somit folgt:

1 m

AsdeS(sm‘g )+ I1+1) - RER =0 (4.64)
(Polargleichung)
d’B )
— +mB=0 (4.65)
dp
(Azimutalgleichung)
Losung von (4.65) ist:
B(p) = ae™ + e, m € Z.
Nur dann gilt B(g) = B(g + 2nn),n € Z.
B(p) = ae™® + pe~™B (4.66)
In (4.64) substituire z = cos ¥ und setze A(S) = P(z2)
d 5 dP m*
E((l -z )E) +(1+1) - 1 Z2)P =0 (4.67)

ist die sogenannte verallgemeinerte Legendresche Differentialgleichung
benannt nach Adrien-Marie Legendre (1752-1833). Die Losungen von (4.67),
die in [-1, 1] regulér sind, sind die sogenannten zugeordneten Legendreschen
Polynome.

w d" I-m!,

P =(-1)"(1-2%)7 —PI(Z) P =(-1)" Txml ! Pl'(2) (4.68)
mitm €1{0,...,1},1 €{0,1,2,...}.
Pi(z) = P)(z) = ( -1 (4.69)

ZZZ'd !
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(Gewohnliche) Legendre-Polynome 16sen die (gewohnliche) Legendre Ditfe-

rentialgleichung.
d  dP 3
d_z((l -z )d_Z) + l(l + 1)P =0

Einige wichtige Eigenschaften:

Pi(x1) = (1)
! 2
[1 dzP)(z)Pr(z) = T 1(51k Orthogonal
1
- B 2 (I+m)!
[1 dzP/'(z)P/'(z) = 1= )'61k

Vollstandigkeit der Legendre-Polynome:

21 +1

D) Pi@)Pi() = 6(z~ 2)
=0

Erzeugende Funktion:

1 o0
—_— (o)
V1 — 2st + t2 ;
z

1 (o)
= Pi(cos
T ; i(cosy) 77 z+1

Mit y = <(#,7), r¢ = min{r, 7'}, r, = max{r, 7'}

Definition 10 (Kugelflichenfunktion)

) 21+1(l—m)' -
Yim(S, @) = (T m) P'(cos y)e

(—1)myl*’m(8,(p),m €lo,.,l}

Yi-m(S, @)

Orthogonalitiit:

T 27T
f ddsin 9 f APY1m(S, @)yr mw (8, P) = 01y Omm
-7 0

Vollstindigkeit:

00 !
Y Z Vi S, Q)Y (S, @) = (g — ¢)5(cos 9 — cos )

=0 m=

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)
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Additivitit:

l 21 +1
Z Yim(S, @)Y, (Y, ¢) = ——Pi(cosy)
m=-I

Mity = (S, @), (¥, ¢")),cosy =sin I sin ¥’ cos(¢ — ¢’) + cos S cos V.

Somit folgt mit (4.76):

r

) ! 1
I 4 .
7= LA 2 YS9

N
I
=}
N
~

Einfache Beispiele:

Po(z) = 1,y = \/T
T

/3 . .
Pi(z) = z,yn=- gsmSexp(l(p)
1 3
Py(z) = E(E’)Z2 —1),y10 = \/ECOSS

Pi(z) = %(523 —32), Yy = 411 V1587 sin 9 exp(2i¢)

/15 i ; /5 3 1
= — @ — — (= 2q_ =
Y . sin 3 cos 9¢e'?, ya9 471(2 cos”d 2)

Einige Beweise (nach W. Greiner - Quantenmechanik Teil 1):

53

(4.80)

(4.81)

Betrachten (4.75) F(t,1) := ! = Yoo Pi(s)t2. Nun beweise, dass Pj(s)

V1-2st+t?
tatsdchlich durch (4.69) gegeben ist:

1 (o]
)= sy =1+t 4 £ 4. = ZPl(l)tl = P(1) =1
1=0

IS S ol EC R PR - N X D
F(t,0) = 1”2—2( i’ )t2 —ZPI(O)tl,( B )_(—1) T

0, [ ungerade
Pi(0) = (—1)%(1_1)”, [ gerade

Und somit folgt:
1 d 1

Pi(s) = - [ ——
i(s) T '—1—2st+t2]t_0
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Wir entwickeln nun:

I i( %)( _st)i(1 + £2)E =
V1 — 2st + #2 =0
- _% _% —n nyn+2m
= n;()( . ( ” )(—25) t
d’ (-3 -i-n ) (n+2m) g+ 2m—
at - n;O( n2 ( 2m )(n+2m—l)!(_28) e
1\ _1_ " (I + n)ls"
_ _ n o_ _1)\3(-n)
= 0P Z( S e = L T gy

Summe tiber alle positive n, so dass I — n gerade und nicht negativ ist. Nun
substituire n = 2m — I

2m) 2m—l _

Pils) = ZZ’m'(l—m)'(Zm—l)'

1 dl l l I-m 2m
- ﬁ@;(m)“l) =

1 d

_ 2 !
= ﬁ@(s - 1)

Siehe - sogenannte Rodriguez-Formel. Damit ist (4.75) bewiesen.

oF s—t

T T = (-2t ) Z I#1Py(s) = (s — £) Z £Pi(s)
1=0 1=0

Koeffizientenvergleich gleicher Potenzen von t:
I+ 1Py — QI+ 1)sP,+1P; 1 =0 (4.82)

Sogenannte Rekursionsbeziehung - nun berechne Analog:

aF o0 o0
1=2 272 _ ) 1=2 2 P 2 _ 1+1
(1=2st+ £)—= = tF = (1 =25t + 1) IZO (s)t 12:0: Py(s)t
/ dP / / /
P = I = P, —2sP, + P, , =P, (4.83)
Somit folgt direkt:

/
Pl+1

2sP, = P, (4.84)
Uber (4.82) folgt nun, dass

(I+1)P,, — @+ 1)P,— (2l +1)sP; +1P,_;, =0 (4.85)
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Aus den beiden vorherigen Gleichungen kann man somit herleiten:

Pl;D+1 —PsP; = gj +1)P,

sPp=P, =1 4.86
Pf+1 - P;_l = QI+ 1)P, (4.86)
( 1)P; = lSPl—lPl_1

Und somit erhilt man:
d
= %(sz —1)P, =P, + IsP; — IP;_,

Mit (4.86) folgt nun:

d del —
==L+ 10+ DP =0 = (@70

Bemerkung (4.70) ist eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, (4.69)
gibt nur eine Losung. Die Zweite Losung erhélt man tiber das d’Alembertsche
Reduktionsprinzip.

f(z) = Pi(z)g(z) (4.87)
mit (1 —z%)f —2zf" + (I + 1) f = 0. Somit folgt:
gr/ ZP; 2Z

2 ’ 7 ’” ’ _
(1-2)apg + g - 2Py =0= &= Lo =

Somit erhilt man:

1

Inlg'| =-In(P) —In(1-2z)+C= ¢ = m

z , 1

Bemerkung Legendre-Funktion zweiter Art mit Singularitdt bei z = +1 und
daher auch nicht geeignet als physikalische Losung. Ahnliches gilt fiir Losun-
gen von (4.70) mit / ¢ IN.

Orthogonalitit der Legendre Polynome

Ik

1 1
[ azper = g [ @ - 1) =

-1

(_1)k 1 dl+k
s | A=~ e - 1
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Damit [ = 0 bei k > [ oder k < I, da £:(z - 1) =

- 4 z
Ill = W dZ(Z2 - 1) @(22 - 1) =

(=1'@n!
= 22[(1')2 f d (Z 1)1
—_———

=i

1
ho= @D - [ a2 -y -

1
21

= _21]1 - 2”1—1 = ﬁ

Ji-1

Mit Jo = f_ 11 dz = 2 folgt direkt:

—venr, . oehe 2
QI+ T 2@+ 1)1 20+ 1

i =

Es wurde dabei folgende Relation benutzt:

@n! =21, 2k+1)!! = (2k+1)(2k—1)(2k=3)..., (2k)!! = (2k)(2k—2)(2k—4)... (ZIEZ—k)l)”
Somit folgt mit (4.72):
' 2
[ Epere = 5o
Nun zuriick zur Losung der LaPlace-Gleichung A¢ = 0.
o |
o9, ¢) = :Z&www&@ (4.89)
1=0 m=0
Somit war folgendes Gegeben:
10 2. , d 1 J (sin 9 d )+ I
T 2o or rz sin? 9 99 AT 12 sin® 9 dp?
———

=:A, _

.1
=480,

Aus (4.63) wissen wir Ag oy = —I(I + 1)y1,(9, ¢). Die Kugelflaichenfunktionen
Yim sind Eigenfunktionen des Winkelanteils Ay, des LaPlaceoperators. Zur

Radialgleichung (4.61):

d ,dR. I(+1)
w )

1
> F-R=0
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Ansatz: R(r) = L2 = (£ - CDyy(r) = 0.
Ansatz: U(r) = ar’ = v(v-1) = [(I+1) ~ v = %i(l+%) Somitistv = [+1Vv = —L
Also gilt:

U(r) = Ar'*™ + Br™

00 /

60, 9,0) = Y Y (A + By D)y (8, 9)) (4.90)
=0 m=-1
Wichtiger Spezialfall: Azimutale Symmetrie - Problem ist symmetrisch beziiglich
Rotationsachse. Gewiinschte Losung ist unabhédngig von ¢, nur m = 0 trégt bei.

o(r, 9) = Z(zz + 1)(Ar + B )Py(cos 9)
1=0

COS @ sin Yy
Beispiel Potential einer Punktladung am Ort 7y = ry| singgsindg
Ccos Jg
einer Kugel mit Radius ry kann diese Punktladung durch die folgende Ober-
flachenladungsdichte beschrieben werden:

. Auf

ar(S,@,10) = %6(@ — ¢0)0(cos 3 = cos 9)
0

Fiithren folgende Notation ein:
¢(7) als Potential fiir r < rg
¢ (7) als Potential fiir r > rg
99

Setzen ¢, = 1 somit folgt: D= EQE—), F=-2 Bedingung an die Grenzflache ist:

o7
dp>  IdP<

0, or

2 a1
é.(Es —E.) = E_oaf = 0f = —&o( ) (4.91)

Weitere Bedingung an ¢(7) sind:
1. ¢(7) reguldr am Ursprung 7= 0. ¢p<(¥) = Xju A Yim (S, @).
2. ¢ - 0fiir r = 00, ¢ (V) = Ly Bin "V yim(S, @).

—(+1) . 1

0 1o alm .

3. ¢ stetigbei r = ro und (39, ¢) # (0, o) = Aty = Bpr

Notation wie frither r. := max{r, o}, 7 := min{r, ro}.

o(r, 9, ) = é Z mm(:—j)’mm(& ®) (4.92)

ILm
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Bestimme a;,, aus Anschlussbedingung (4.91).
Ip> _ I«

drs  dr rozreen =

—&o(

Gf(S, ®,10)

) -1

7"<
= =0 ) a0+ D5~ 175) =

Lm
= 32 @+ Dyin(S,9)

0 ILm

Andererseits ergibt Vollstandigkeitsrelation (4.79):
a7 (9, ,10) Z Y1,,(S0, 90)Yim (S, @)

Damit folgt dann:

_9. 1 .
Aim = 02l + 1%,,1(\90/@0)

Damit

(1,9, ) = -y Z Z T 1 y,m (S0, P0)Yim (S, @)

Andererseits gilt mit (4.76)
q q . r<y1 - >
= = —)P =
O = GreaP =7y = Treqrs 2 PUC0s Y = 5@
Somit ist bewiesen:
Pi(cosy) = T Z Y1 (D0, ©0) Y1 (S, @)

Sphérische Multipolentwicklung

1 Gim
o) = Z Z e (S, @)

Mit der Ladung g,
= [ 1o, (3,9)

58

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

Die Sphdrischen Multipolelemente erhidlt man tiber I = 0 (Monopol), [ = 1

(Dipol) und I = 2 - dem Quadrupol, welcher immer Spurfrei ist.
Poisson-Gleichung in der Elektrostatik

VxE=-B=02E=-Vo~VE=L s pap=-2
80 80

Diest entspricht bei ¢ = 0 der LaPlace-Gleichung.
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Magnetostatik

1. AA=- 5017 ]7 VA = 0-Somit folgt das Biot-Savartsche Gesetz mitlim,_,« A =
0.

2. VxH = ]ﬁ+ [3, D = 0. Weitere Einschrankung: Keine Strome. Somit folgt
V x H = 0. Wir erhalten: .
H=-Vou (4.99)

Mit dem magnetostatischen Potential ¢y.

0=VE = uoV(H + M) = Ady = VM (4.100)

Letztes Beispiel Dielektrische Kugel im dufleren elektrischen Feld.

— - 0"({) — -
AP =0,VD =0,E = —?,D = &o&,E
r

Da ¢,(7) bei r = R springt - folgen Anschlussbedingungen. Azimutale Symme-
trie (4.90):

[e¢]

o(r, 9) = Z(Zl +1)(A + B "D)Py(cos 9)

1=0

[ e, <R
qb(?)_{(pr), r>R

Notation:

1. Regularitit beir = 0.
(1) = Z(Zl + 1)A;r'Py(cos 9)
1=0

2. Asymptotisch homogenes Feld
lim @.(7) = —Egz = —Eqrcos 8 = —EorP(cos 9)

Somit folgt:

lim(7) = EgzP; (cos 9) + Z(Zl +1)Byr“DPy(cos 9)
1=0

3. Stetigkeit bei r = R (dann auch Tangentialkomponente von E stetig)

_ Bo
A= 3

P<(R,9) = (R, 9) = { 3A; = —EoR + T
B,

R2
Al = R2I+1
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4. 2D stetigbei r = R, e?(%2=), g = ¢)(22), ¢

N 852) Z(2l+1)Ale_1Pz(COS 9) = —ggl)Eopl (cos 8)—69) Z(l+1)BlR—l—2P1(COS d)
=1 =0

Somit erhalten wir:

B() =0
= Se(rz)Al = —eﬁl)Eo - 6651)%

ePIAR = —eW(1 + 1)BR2,1> 2

= A; = B, = 0 fir [ + 1. Wir erhalten also abschliefsend:

38(1)
A = —-Ep—1—
260 + ¢?
1 £@ _ O
B, = =R’E,—

30 000 O

Die Losung ist somit:

M (2) ™

—3¢ 5 & — & cosd
Pp(7) = mEoi’COSS ,=(7) = —Egrcos § + EgR » ( N 5(2) 2 (4.101)
Fiir das elektrische Feld gilt somit:
S 3¢
E<(17) = mEoez (4102)
Definieren nun
s @ 89) .
p 47'(60R Eom (4103)
Somit folgt fiir das Potential aufierhalb der Kugel:
S, 1 pr
= (P>(i7) = —E()T' + 47’(801’_3 (4104)

Mit dem hinteren Term als Dipolpotential. Fiir das elektrische Feld innerhalb
der Kugel folgt somit:

2, = 1 37 ¢
E>(77) =Ey+ Fgo( 5 — 7_3 (4105)
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Das homogene Feld {iberlagert sich mit dem Dipolfeld. Formal das gleiche
Problem: Kugel mit Permabilitit yﬁz) in Medium mit Permeablitat yil) und
asymptotisch homogenen Magnetfeld H.

H=~Vu, Apy = VM = 0,8 = pp0H, eV > p”, e® 0

Bei r = R miissen die Anschlussbedingungen noch gefunden werden. Spezial-

fall davon ist bei u” = 0 erreicht - Supraleitung (Meissner-Ochsenfeld-Effekt).
Hier ist die Kugel ein perfekter Diamagnet.



Kapitel 5
Elektrodynamik

Mit (3.16) Op(7,t) = %Q(fi 1), 3.15) OAG,t) = ﬁ j_)und die Lorentz-Eichung
3.14) folgt % + V(cff) = 0. Betrachte nun die Punktladung g am Ursprung

¥ = 0 zur Zeit t. Dann gilt fiir 7 # 0:

1%

Sphérische Symmetrie ¢(7) = ¢(r):

120 19»%) g 52)

120 P
2otz oJr?

Analog wie in (3.12) setzen wir folgendermaflen an:

=0 (5.3)

r r
u=u(t—-)+ux(t+ -
1t =) +in(t+ )

Betrachten zundchst Funktion u;(t — £) im Grenzfall » — 0. Dann wéchst das
Potential ¢ beliebig an, und die raumlichen Ableitungen wachsen schneller als

die zeitlichen. ,
O¢p = —-A¢d = g_Q (5.4)
0

(Oder Formal ¢ — o0.)
1 qtt=29)
Cdmey 1

¢ (5.5)

62
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Wobei gq(t) die Ladung zum Zeitpunkt ¢ bei r = 0. Nun beliebige Ladungsver-

teilung;:
SN 1 3;0(?'t_|r_c?|)
PO =ty f AT 56)
Analog folgt:
s
Agn=to [erio— 57

Die Interpretation ist, dass @ ist die Zeit, welche die physikalische Wirkung
der Ladung bei 7 benétigt, um sich mit Lichtgeschwindigkeit nach 7 auszu-

breiten. Daher sind in ¢(7, 1), A7, t) die Quelle 0, ]ﬁbei 7 zur retardierten Zeit

bt = 1 — W‘—f' auszuwerten. 1) 1) heifsen retardierte Potentiale. Aus der
Funktion u,(t + £) hidtten wir die folgenden Losungen erhalten:

1 o7, t+ |7—?|)
71 = P .
D = e f TR >8)
> 77|
> Ho 3 /](?,t'i‘ - )
Arp = 2 Ay .
i = o f s (5.9)

Hier sind die Quellen p, ]?zur avanzierten Zeit t,, = t + 'V_C—?' auszuwerten.
Avanzierte Potentiale (normalerweise ohne physikalische Bedeutung) (5.6),

(5.9):
ot —t
qbre av _: d3 ' dt’
t/ (T 4 eof f

Somit folgt fiir das Potential:

—7| ’
- —)o(?,t) (5.10)

\¢|

1 02
(c_zﬁ — N)¢(7,t) = Do(7, t) = —Q(” t)

Somit haben wir die Green’sche Funktion des Wellenoperators gefunden:

St — 1+ 1271
— (5.11)
4n|r — 7|

Gret/av(?_ 77/t - t,) =
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Kontrolle: Erfiillen die retardierten (avancierten) Potentiale (5.6)),(5.7),((5.8),(5.9))
die Lorentzeichung (3.14)?

P S 1 N GaEE)
m+V(cA) = [fd?’r—+

Nun erneut Herleitung der Greenschen Funktion (5.11) per Fouriertransfor-
mation:

L2GED-AGED = 50
GG t) = ( 4711)4 f Ak f dwG(k, ) exp(i(kP — wt))
5(F) = (2711)3 f Pk exp (ik7)
5(t) = % f dw exp(—iwt)
(— 16k, ) = -1 (5.12)
= Gk, w) = —~ G h = (2 T f Pk f dw————— exp(z(kr—a)t))
(5.13)

Mit — 5 c2k2 2ck — Ck — +Ck)folg’c Integrand hat Pole bei w = +ck, die das Integral
zum divergieren bringen. Regularisieren wir das Integral durch Einfiihren
eines infinitesimalen Imaginérteils,  — w + i, ¢ — +0, Notation w + i0.

o1 f 5l 1 1 (7
G@,t) = (2n)42fd K fda)(w+ck+i0 —— =D exp(i(k7— b)) (5.14)
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Betrachte Integral

« 1 1 )
Ioo Aol 0T ek~ wrio—ak SPCi@d

Residuensatz: Schliefle Integration durch Halbkreis im Unendlichen. Es gibt 2
Moglichkeiten - t < 0 mit dem oberen Halbkreis in der positiven Imagindren
Halbebene, und t > 0 in der negativen Imagindren Halbebene. Fiir t > 0 (t < 0)
tragt die Integration iiber unteren (oberen) Halbkreis nicht bei (Radius gegen
Unendlich). Betrachte Fall ”+”: Polstelle des Integranden haben negativen Ima-
gindrteil w = £ck —i0 (= G, (%, t) = 0 fiir t < 0).

Fiir t > 0 ergibt der Residuensatz:

” 1 _ 1 g — _ +ickt _ —ickt
Im da)(w 0Tk mTi0o Ck)exp( iwt) = —2mi(e e ) (5.15)

Das Minuszeichen entsteht aufgrund der negativen Orientierung des Umlau-
fes.

brd ic 1 ” k2 ' . : ickt ickt
= G.(rht) = > @y ‘f; dk? ‘[1 dcosd ‘[o do exp(ikr cos 9)(e™" —€'™) =
ic *

= 1 f dkk.i(eikr _ e—ikr)(e—ickt _ eickt) —
0

2 (2n)2 ikr
_c 1 - ik(r—ct) _ ik(r+ct)
= ey Iw dk(e e )
t>0
C —— 1 r
= 4—m(6(r —ct)=0(r+ct)) = 4_711’6(t — E) (5.16)

Retardierte Greensche Funktion:

5(t -t — =20y

G,(F=7,t—t)=GuF-7,t—t) = < (5.17)
477 - 7|
Im Fall ”-" verliertman analog
) da( ! - ! ) exp(—iwt) = 2mi(e™ — ")
o w—i0+ck w—i0-ck p

Fiir t < 0 folgt nun:

G_(7f) = %(5@ e = S(r+ o)) = ——o(t + 1) (5.18)

47ty c

o
G.(F=7,t—t)=Guf-7,t—t)= IC (5.19)
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Wichtiges Beispiel Bewegliche Punktladung

o7, 1) = 457 = 7o(H), (7, 1) = 475067 = 7o(1)

—t+
2 _ 3.7 [4
Oret(7, 1) = Ine, fd fdt Q(r t) |?_ i

q f /6(t' _ |f Vg(f )|)
4meg |7 — ro(t’)l

Mit Hilfe von (2.13) folgt nun:

S5(t — 1)

9
-1 1 6ot iy

¢ |=r(t)R

5~ t+ 7= Ao = |

)
tr =t

Und somit folgt nun fiir das Potential:

1

= et = r (5.20)

4ﬂ€o 7= Foltred)] = 2= Foltre)) (D)=,
Analog folgt:

= (aro)t Eret

Au = 1 T_ — 7 (5.21)
TEOC |77 — 7 (trer)| — L (7 = Fo(trer))(22) ety

by = - = Tolbe)l (5.22)

c
Diese Potentiale heifSen Lienard-Wiechert’sche Potentiale. Die kompakte No-
tation ist die folgende:

7 (t S
(—3: ))t:tm Up (5.23)
7= 7olter) = R (5.24)
R = IR, v = [ (5.25)
_ 1 q
¢ = T (5.26)
A= L 1 (5.27)

Elektromagnetische Feldstarke

2

1 -5 = . = = 7 :
= Vo Do T @Dy (R (R~ 2R x )
Ttéo (R — %Ry2 c (R — 2&y3 ¢

(5.28)
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Somit folgt auch fiir das Magnetfeld:
B=VxA-=

Beachte dass E L B und 1'70 = %.

67

(5.29)

5.1 Energieerhaltung und elektromagnetische Fel-

der: Poynting-Theorem

System von Punktladungen: Kinetische Energie.

m,
Wiin = 752
a
d L 0dv,
awkin - ; mavaW
M0, = q(E + @, X B)

Also die Lorentzkraft ergibt. Damit konnen wir sagen

AWiin =
-, — aEa
= dt ; q'U

Seine eine kontinuirliche Ladungsverteilung gegeben: ],»: oU:

Ly g

Nun benutze Maxwell-Gleichungen:

jE = EvxH)-ED

E(VxH) = -V(ExH)+H(VxXE)=-V(ExH) -

dW in -5 - 5 - -

—_kin f d*r[-HB — ED — V(E x H)]
dt v

Dies muss dann fiir ein beliebiges Volumen V gelten

8wkm _ - 8§ = 8[3 = -
ot H ot £ ot V(ExH)
8wf -

ot

-5

HB

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)
(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)
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Wobei wy;, die Dichte der kinetischen Energie darstellt. wy ist die Dichte der
elektromagnetischen Feldenergie.

dwy = HdB + EdD (5.40)

Wir definieren die Energieflussdichte bzw. den Poynting-Vektor:

-

S=ExH (5.41)

Wieder zur Grundaussage zurtickkommend konnen wir folgende Feststellung
machen:

—L +vS=—jE (5.42)

In Linearen Medien gilt D = ¢pe,E, B = poyrﬁ, Lo = 60%
-, 1 Y
w; = %(e,Ez + #—(cB)Z) (5.43)

(5.39), (5.42) heifsen Poynting-Theorem und beschreiben Energieerhaltung fiir
y g g g

elektromagnetische Felder.

Im Vakuum gilt:

eo(E(7, 1) x B(7, 1)) (5.44)
%(EZ + (cB)?) (5.45)

S 1)
wy(7 t)

In Gaufischen Einheiten transformieren diese Gleichungen zu:

-

S = —(E@tx B (5.46)

(5.47)

|
Ty
+
NG

wi(7, t)

5.2 Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Sei eine Ladungsverteilung mit maximaler Liange a gegeben. Innerhalb der
Ladung bewege man sich mit dem Vektor 7, auerhalb mit dem Vektor R.

, R

i = =2 (5.48)
IRol

R = Ry-7 (5.49)

R

IRy — 7 = R — it + O«RiO)Z) (5.50)
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Retardierte Potentiale in grofier Entfernung von der Ladungsverteilung: a <

Ro.
B2
f ' o7, t - 'ROC r') (5.51)

. 1 s,y . Ro—7
=— i - — 52
A(Ry, t) Ines?R fd (7, - ) (5.52)

Ry, t) =

Fernfeldndherung analog zum statischen Fall. Eine solche Ndherung ist jedoch

in den Zeitargumenten so nicht moglich, da Zeitabhdngigkeit von p, j_)noch
nicht spezifiert. Zeitliche Fouriertransformation:

0= 5 [ dof.@)exp(-ion (553)
Somit folgt:
e _|R)0_?| _i 2 o iﬂ"_—r
j(r,t . ) = = dwj,(7) exp(—iwt + . Ro —7')

wobei der letzte Term (im Exponenten von exp) den Retardierungseffekt aus-
macht.

- fda)]w(r )e~ iw(t— O) 1“’(|Ro 71-Ro) (5.54)
=1- 1“’ﬁ?+
Mit Hilfe von w = 2nv, A = 2n<, —i%i7 + ... = O(§) folgt nun die Langwel-
lenndherung:
A RO a
j@t==—")+0(3) (5.55)
Mit (5.52) folgt nun:
> 1 > Ry a> a
ARy, t) = ——— | &7, t-— —, = )
(Ro, 1) 4169C2R, f r c )+ O(R(Z) /\) (5:56)
N 1 - R
ARy, t —p(t — — 5.57
= AR t) = Tt =) 557)

Mit folgender Relation aus (4.10):
f #rj=F,  F: elektrisches Dipolmoment

Nun betrachte 1 < A < Ry: Hier kann die ausgesandte Strahlung als ebene
Welle gendhert werden (Wellenzone). Dann gilt

-

E = «Bxd) (5.58)

B = VxA=itxA =iix = (5.59)
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Somit folgt, dass nur das Vektorpotential A notig zur Bestimmung der Feldstarken

ist. (Vergleiche mit (5.57)).

- 1 = Ro
B=—F(p(t—-— .
(Nochmals Fernfeldnédherung a < Ry)

o

E=
47T€0C2R0

5 R
((p(t = —2) x 1) x 7 (5.61)
Elektromagnetische Feldstidrke der Dipolstrahlung. Es gelten folgende Relatio-

nen:
@ c

= E = X’
Auflerdem ist der Poynting-Vektor proportional zu E x B o sin® 9. Diese Di-

polcharakteristik, keine Abstrahlung in Schwingungsrichtung, wird {iber den
Poynting-Vektor ausgedriickt:

p o P, % E B o sin 9

2 2 2 |'P_‘12811'12\9
IS| = |EX H| = m (5.62)

Integriere tiber Kugel vom Radius R, - Totale abgestrahlte Energie pro Zeit:

0 . i -
Ui f do f d9 sin® 9 _2 Ui (5.63)
0 0

- (471)%€0c*R3 34mencd

e Klassische Beschreibung elastischer Lichtstreuung (Rayleigh-Streuung)
~> Himmelsblau.

e Hohere Ordnungen in der Langwellenndherung: elektrische Quadrupol-
strahlung, magnetische Dipolstrahlung, ...



Kapitel 6

Spezielle Relativitatstheorie

nach Albert Einstein (1879-1955) und Landau-Lifschitz Band II.

Relativititsprinzip Die Naturgesetze sind in jedem Inertialsystem die glei-
chen. Keine absolute Zeit - , Zeit ist relativ.”. Insbesondere sind zwei Ereignisse,
die in dem einem Inertialsystem gleichzeitig sind in anderen, d.h. Systemen,
die sich relativ zum ersten mit konstanter Geschwindigkeit bewegen, Inertial-
systemen nicht mehr gleichzeitig.

Lichtgeschwindigkeit ist in jedem Inertialsystem gleich.

¢ = 299792458%

Relativistische Effekte sind umso grofier, je ndher die auftretenden Geschwin-
digkeiten v an der Lichtgeschwindigkeit liegen. Fiir v < ¢ ist die Galilei’sche
Mechanik eine gute Ndherung, die eine absolute Zeit postuliert.

Betrachten Lichtsignal, das am Ort ¥ zur Zeit t; ausgesandt und am Ort ¥, zur
Zeit t, aufgefangen wird.

§* = (b — 1) — (% - %) (6.1)

Abstand zwischen Ereignissen (ct1, 1), (ct2, X2). Punkte sin der verdimensiona-
len Raumzeit bestimmt durch

tiztg—t1, 3?223?2—3?1
s2=(ct)?-¥2=0 (6.2)

Sogenannter Lichtartiger Vektor (ct, ¥). Nun anderes Inertialsystem (ct,X) —
(ct', %)
2= (ct'y-x*=0

71
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Dies gilt, da die Lichtgeschwindigkeit gleich ist. Wenn zwei Ereignisse einen
Lichtartigen Abstand s> = 0 haben, so gilt dies in allen Inertialsystemen. Be-
trachte nun infinitesimale Abstdnde ds?, ds”? in verschiedenen Inertialsystemen.
Da

ds* =0 & ds? =0, ds* = ads’?, (6.3)

gilt, kann 4 nur von Relativgeschwindigkeit zwischen den Inertialsystemen
abhédngen. Jede Abhédngigkeit von Koordinaten wiirde die Homogenitdt von
Raum und Zeit verletzen. Da der Raum zudem isotrop ist, kann a2 nur vom
Betrag, nicht aber von der Richtung der Geschwindigkeit abhdngen. Nun zwei
weitere Inertialsysteme

ds* = a(|t\|)ds?
ds* = a(|al)ds;
dS% = ﬂ(|5)1,2|)d5%
a(v
agvj; = a(v1,)

71, relative Geschwindigkeit zwischen Inertialsystemen 1, 2. Der Vektor hdngt
vom Winkel zwischen ¢, und 9, ab. Die linke Seite aber nicht. Somit kénnen
wir folgern, dass

a = const., =a=1.

ds? = ds”*> = s? = 572 (6.4)

Invarianz des Abstandes zwischen Ereignissen.

Klassifikation der Abstinde

2= -x*>0  Zeitartiger Abstand

2

£ =2~ <0 Raumartiger Abstand }K1a551f1kat1on unabhdngig vom IS

Koordinatentransformation (ct, X) — (ct’, )

e muss linear in den Koordinaten sein, da sonst ausgezeichnete Inertialsy-
steme existieren.

e Betrachten Inertialsysteme, die sich in x-Richtung bewegen:
Keine Anderung der senkrechten Koordinaten: y = y’,z = z’ - Konsistent
mit der Galileitransformation ¢ = #":

x=x-vty=vy,z=12.
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ct = ct’ cosha + x" sinh a, x = ct’' sinha + x" cosh a (6.5)
Lasst Abstande invariant

SZ — C2t2 _ x2 — C2t2 _ x/2 — S/ZI

und wird fiir kleine Geschwindigkeiten v < ¢ zur Galileitransformation:

g2 -tanha, =0 6.6)
c ct
Somit folgt direkt:

1 %
sinha = <

V4
_ 2 _ 2
- -2
Damit konnen wir die Lorenztransformation aufstellen:

()= = 1)) ©9

2

cosha = (6.7)

ol

ct’ 1 1 =2 \/ct
= o c 6.9
(:)(x’) [ vz(—; 1 )(x) (6.9)
Somit folgen die graphischen Darstellungen in Form der Minkowski-Diagramme.

sS=t-x*=cty, F=r-x=-1
Raumzeitpunkte, die den gleichen Abstand zu einem gegebenen Punkt haben
(hier: Ursprung) liegen auf Hyperbeln. Euklidische Geometrie gilt im Unter-
raum gleichzeitiger Ereignisse (in einem gegebenen Inertialsystem).

Infinitesimale Zeitintervalle x = vt, x' =0. Aus
, dx? + dy? + dz? v?
dt —dt\/l— E¥TE =dt 1_c_2'
folgt
2(t
t—t—fdt 1—U—) (6.10)

Definition 11 Die Eigenzeit ist definiert als

T= %fds, (6.11)

wobei die Integration entlang der Weltline (ct(t), (1)) erfolgt.
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Kommen wir auf das sog. ,Zwillingsparadoxon”zu sprechen:

02

ct’ =ctp4[1 — cT < ¢ty (6.12)

c?’
Betrachten zwei Uhren - Uhr 1 in Ruhe, Uhr 2 bewege sich auf einer ge-
schlossenen Bahn in Raumzeit und kehre am Ende zu Uhr 1 zurtick. Beachte:
Ruhesystem von Uhr 2 ist kein Inertialsystem!
Wenn Uhr 2 zu Uhr 1 zuriickkehrt, zeigt sie eine kleinere Zeit an als Uhr 1.
Das umgekehrte Argument ist nicht moglich, da das Ruhesystem von Uhr 2
wihrend der Reise kein Inertialsystem ist - sog. ,Zwillingsparadoxon”.
Somit ist f ds maximal bei Integration entlang gerader Weltlinien. Insbesonde-
re fiir Uhren die in einen bestimmten Inertialsystem ruhen.
Betrachten nun MafSstab mit Lange /) in seinem Ruhesystem zu festen Zeit-
punkt ¢’ fiir den Langenvergleich.

Y=l 1—0—2:l<lo,x1 _ x| + ot = X, + vt

2
¢ _ 2 _2
c2 2

Es folgt also die Langenkontraktion:

4 4 U2 UZ
l:xz—xlz(xz—xl) 1—C—2=lo 1—§<lo (613)
2 [
AR-P=- 1=l 1—%, S¥=—1.

Fiir den kontravarianten Vektor gilt:

x* = (ct,¥) = (¥, x1, 2%, x°) (6.14)

Dabei stellen 1, v, A, ... die sogenannten Lorentz-Indizes (auch Viererindizes ge-
nannt) dar (0,1,2,3). 1, j, k, ... beschreiben die Réumlichen Komponenten (1,2,3).
Es folgt der kovariante Vektor:

xy = (ct, %) = (ct, —x, -y, —z) = (x0, X1, %2, %3) = (x°, —=x!, 2%, =x°)  (6.15)
Es wir die Einstein’sche Summenkonvention benutzt (i.d.F. tiber v = 0..3):
xtt =ntx,, Xy = N’ (6.16)

Dabei ist 1 die Minkowski-Metrik, 17, = 1,

1 0 0 O
Y 0O -1 0 O
Nw =1 = 0 0 -1 0 (6.17)

o
o
o
I
—_
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Wir stellen fest, dass folgende Beziehung gilt:
X = (A@) 1 (6.18)

Wobei A(7) die Lorentztransformation darstellt. Die Lorentztransformation in
x-Richtung, also wenn 7 = vé, gilt, ist:

NS

L — 00
2 Nl-z
-c 1
A=l Tz 5= 00 (6.19)
00 0 10
0 0 01
Allgemein kann man fest stellen, dass:
(A@)" = A@), (A@)" = A=0) £ (A@)" (6.20)

Man sieht also, dass die Lorentztransformation nicht orthogonal ist - daher
folgt also auch eine nicht-euklidische Geometrie.
Die Lorentztransformation fiir Geschwindigkeiten 7in beliebiger Richtung:

1 e RN B 1 ol
AOO: AOZAZOZ c ,Al-:A].:61-+( —1)00 (621)
o2 v? / ' J _ 2 02

c2 c2 c2

e Reduziert sich auf (6.19) fiir 7 = (v, 0, 0).

e Transformiert kovariant unter rdumlichen Drehungen.

1
0 )

O, = 0 O ,0'; € 50(3). (6.22)
0

Es gilt OA(0)OT = A(Ov). Ein Lorentzvektor (Vierervektor) ist ein vierkom-
ponentiges Objekt, dass unter einem Wechsel des Inertialsystems wie folgt

transformiert:
AM = AR AY (6.23)

(Kontravariante Komponente von A)

Ap = A (6.24)

(Kovariante Komponente von A)
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Beispiel Fiir Lorenztransformation eines Koordinatenvektors x# = (ct, ¥) ei-
nes Ereignisses. Verallgemeinerung: Lorentztensor n-ter Stufe.
Die Kontravarianten Komponenten:

Aryl...[.l.n — Ayvll . 'AA“” AVretn (625)

Vn

Die Kovarianten Komponenten:
AHlmP-n = T]/-llvl e T’[-annAV1mvn (6'26)
Und auch fiir gemischte Komponenten:

AL = A (6.27)

Die Minkowski-Metrik 7 ist Lorentztensor der Stufe zwei. Abstdande sind inva-
riant unter Lorentztransformation:

27 = 2R_R
xx, = atxy
XX = xf
A#AWLVAVGx)\xa — UAUXAXU =10\, = Mo (6.28)
Es gilt:
P _ .
6y - dlag(l, ]-/ 1/ 1) (629)

Wenn A# durch die Lorentztransformation A(%) nach A’* = (A(9))", A" transfor-
miert, so ist A, mit

A@) = A(-D), (6.30)
zu transformieren.

At = ALAY (6.31)
Somit rechnen wir

AL = A" = ANAY =670, AN AN = (6.32)

= (AT (AN ANAY = (A7) AG Ay A =
N———
=MoA

= (A7) At = (A7) A, =
A= (M)A, (6.33)

A transformiert mit A und A, transformiert mit AT AH A u sind kontragre-
dient zueinander. Beachte dass

MT = MT (MM = MT MTM = MY, detM # 0,
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gilt. Es seien A#, B¥ Lorentztensoren:

= A'B, = A"n,,B" = A;n""B,, (6.34)
ist invariant unter allen Lorentztransformationen - Lorentzskalar, d.h. Lorentz-
tensor 0. Stufe!
Weiter gilt Es sei A" Lorentztensor. Somit folgt fiir

A“P = A#H (6.35)

Lorentzinvariant. Beachte: A, = Zi:o Ay oder ARt = Zi:o AM st nicht
Lorentz-invariant!

Weitere Bemerkungen

1. Kontravariante und Kovariante Tensorkomponenten sind verschieden
voneinander, da Lorentztransformation nicht orthogonal und raumzeit-
liche Geometrie nicht euklidisch ist.

2. Lorentztransformation ist Lorentztensor (A", = (AAA)Y):
~ ~_ ~ ~_ ~ ~ =1 v
(AAATY, = A AATS, = AR (AT ), A, (6.36)
A", sind die gemischten Komponenten eines Lorentztensors.
3. Total antisymmetrischer Einheitstensor in vierdimensionaler Raumzeit
ghvde 0123 — q ovbde — _etvde = ooon = —1 (6.37)

Dieser Tensor ist numerisch invariant unter Lorentztransformation, das
heifst die Komponenten sind in jedem Inertialsystem die gleichen.

g/yv}\@ — A“UAVKAA,]AQD(SGKW
= C(A)e™ = C(A) = det(A) = 1
g/‘uw\p — gyw\@

Damit die Determinante 1 ergibt, wurde vorausgesetzt, dass es sich nicht
um eine Spiegelung handelt!

Betrachten Geschwindigkeitstransofmration in x-Richtung:
( ct’ ) B 1 1 -2 ( ct )
x') [ _2 -2 1 J\x

Es sind zweierlei Interpretationen moglich
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1. Passive Transformation: x"* Koordinaten desselben Ereignisses wie x* in

anderen Inertialsystem.
2. Aktive Transformation: x’# Koordinaten eines neuen Ereignisses im sel-

ben Inertialsystem.
Transformation partieller Ableitungen. Es sei a ein Lorentzskalar, a’ = a

\/-/_ 8x“ ~—

Kontravarianter Vektor
Und somit folgt ein Kontravarianter Vektor

=:d,a,

welcher definiert ist als

J 9 9 9 L,V). (6.38)

Somit folgt:
Jd

H = HV = — —
0 n*a, (8(ct)' V) (6.39)

Beachte hierbei das Vorzeichen - Vergleiche mit x* = (ct, 7).

Vierer-Geschwindigkeit

ot = %, ds = cdt4[1 — :—j (6.40)
Somit ergibt sich
ot = 1 , c , (6.41)
weshalb man fest stellt, dass
(& dxtdx, = ds?). (6.42)

oo, =1,
v* ist Tangenteneinheitsvektor an die Weltlinie des Teilchens. Dynamik eines
freien relativistischen Teilchens - Wirkung S:

P
2 | Oxt Ix
S =—-mc fpl ds = —mcfdA 51 o e (6.43)

Warum genau diese Wirkung?
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° f ds ist der einzige (?) Lorentzskalar in Zusammenhang mit einem ein-
zelnen Teilchen.

e Diese Wirkung fiihrt auf die korrekte Dynamik und insbesondere auf den
korrekten nichtrelativistischen Grenzfall.

e Vorfaktor (-mc) so, dass WIrkung Dimension EnergiexZeit hat. Minus-
zeichen da f ds maximal entlang gerader Weltlinie und damit Wirkung
minimal.

Wihle nun Paramter A als Zeit

t2 2 t2
S= —chf dt /1 - 76’—2 - +f dtL. (6.44)
t 51

Wir erhalten eine Lagrangefunktion

2 2
L=-mc*+[1— ZC)_z = —mc® + %vz + O(:—Z). (6.45)

Korrektur nichtrelativistischer Grenzfall mit der Bewegungsgleichung
ddL JL d mv

== = O, 6.46
T A AR TR (6.46)
T
mit dem kanonischen Impuls
= oL Mo (6.47)
dv _ 2
c2
Somit folgt aus (6.46):
d - — .
Frid 0, pisterhalten.
Veraltet ist dagegen die relativistische Masse
m
mrel(v) =
_z
2
Energie, Hamilton
E = po-1, (H=pq-L)
2
- M s=o0 (6.48)
E = mc® Ruheenergie, m Ruhemasse (6.49)
E
pt = mcot = (E,ﬁ) Impuls-Vierervektor (6.50)

_ 22
ppe = mc.
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Relativistisches Teilchen im elektromagnetischen Feld Wichtige Grofse: La-
dung g Lorentzskalar. Wirkung?

P, g
S = (—mcds — EA“dx”) (6.51)
Py
P, .
(—meds — gAdr — qodt) (6.52)

Py

Es folgt fiir das Vektorpotential
AF = (¢, cA), (6.53)

ein sog. Vierervektor des elektromagnetischen Potentials. Wahle wieder Zeit
als Integrationsvariable:

ty 2 R ty
S= f dt(—mc® \[1 - ZC’—Z + qAT - q0) = + f dtL, (6.54)
t t

mit der Lagrangefunktion

2 -
L=-m|1- Z_z + gAT - g, (6.55)

Wie sieht es mit der Eichfreiheit aus?

, %
o = o-ZA,

A A" = A+VA,
=4@N)

2 -
SLe-L = —mczﬂl—Z—2+qu7—qu+qz7(VA)+q%A.

Somit folgt mit der totalen Zeitableitung % (qA):

, . d
= L' ~L=—@A).

Wir fiithren den kanonischen Impuls ein:

S JdL mo S
P = - +gA, 6.56
boLid 1 (6:56)

1-2

2

F+qA. (6.57)
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7 kinetischer (kinematischer) Impuls. Hamilton:

2

AT
00 02
-2

+q¢

c

H, P erfiillen )
H - - -,
( qu) — (P - qA)* = m*c*.

81

(6.58)

(6.59)
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