Zusammenfassung der

Mathematikvorlesungen fiir
Physiker

Johannes Wild

Wintersemester 2008/2009



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 3
2 Axiome der Analysis 4
2.1 Korperaxiome der reellen Zahlen . . . . . ... ... ... .... 4
211 Axiomeder Addition . ............. .. ..., 4

2.1.2 Axiome der Multiplikation . . .. .. ... ... ... .. 4

2.2 Die Anordnungsaxiome . . . ... .. ... . ... ..., 5
2.3 Das Vollstandigkeitsaxiom . . . . . .. ... ... ... ...... 5
24 Peanoaxiome. . . . . . . .. ... 5
25 Weitere Axiome . . .. ... ... 6
3 Zusammenfassung Analysis 1 7
3.1 Einfiihrung in die mathematische Sprache . . . . . ... ... .. 7
311 Mengen . ..... ... ... ... o 7

3.1.2 Paare,Relationen . . . ... ... ... ... ........ 8

313 Abbildungen . ......... ... ... .. .0 9

314 Unendlichkeit . . . ... ... ................ 10

32 DiereellenZahlen. . . ... ... ............ . ..... 10
321 DiereellenZahlen . ... ... ............... 10

3.2.2 Supremumseigenschaft - Definitionvon R . . . ... .. 11

3.2.3 Potenzen, Dezimalbriiche, Uberabzihlbarkeit . . . . . . 12

3.24 Ungleichung, Betrag . . . .. ... ............. 12

33 Grenzwerteund Folgen . . ... .................. 13
33.1 PFolgenreeller Zahlen . . . .. ... ............. 13

332 Reihen .. ... ... .. ... 13

34 Stetigkeit . . . . ... 14
3.4.1 stetig reellwertige Funktionenauf R . . . . ... ... .. 14

342 Zwischenwertsatz . .. ... ... ............. 15

3.4.3 Abstand, metrische und topologische Raume . . . . . . . 15

3.4.4 Konvergenz im metrischen und topologischen Kontext . 16

3.45 Stetigkeit im metrischen und topologischen Kontext . . . 17

34.6 Grenzwerte . . ... ... ... ... . ... ... ... 18

3.4.7 Punktweise Konvergenz vs. gleichméfiige Konvergenz . 18



INHALTSVERZEICHNIS

3.5 Differentialrechnung . . . . ... ... ... .. ... ......
351 DieAbleitung . . ... ... ... ... ... . ... ...

3.5.2 Mittelwerte und Extremwerte . . . . . ... ... ... ..

3.5.3 Die trigonometrischen Funktionen, lin. Differentialglei-
chungen . ... .. ... .. ... ... L.

354 Taylorformel. . . ... ... .. ... ... . ... ....

3.6 Integration . ... ...... ... ... ... 00000
3.6.1 Definition und Existenz des Integrals . . . ... ... ..

362 DerHaupsatz .. .......................

3.6.3 Uneigentliche Integrale . . . ... .............

3.6.4 Partielle Integration, Substitution. . . . . ... ... ...

365 Bogenldinge .. ......... ... . ... . L.

3.7 Funktionalanalytische Aspekte . . .. ... ............
3.7.1 Funktionenrdume, Vervollstandigungen. . . . . . . . ..

372 DerSatzvonAscoli. .. ...................

Zusammenfassung Analysis 2
4.1 DifferentialrechnungimR" . .. ... ... ............
41.1 Der R" als metrischerRaum . . .. .. ... ... .....
412 Kompaktheit . ... ... ... ... ... . 0 ...
413 Partielle Ableitungen . . . . . ... ... .. ... .....
414 Totale Differenzierbarkeit . . .. ... .. ... ......
415 Taylorformel und lokale Extrema . . . . . ... ... ...
41.6 Banachscher Fixpunktsatz, implizite Funktionen, Um-
kehrsatz . . ... ... .. .. .. ...
4.1.7 Parameterabhingige Integrale und Variationsrechnung .
4.2 Gewohnlliche Differentialgleichungen . . . . .. ... ... ...
421 Existenz und Eindeutigkeitssatz . . . ... ... .. ...
422 Elementare Losungsmethoden . ... ... ... .....
42.3 Lineare Differentialgleichungen . .. ... ... .....

Analysis 3

5.1 Einfithrung in die komplexe Analysis . . . . ... ... ... ..
51.1 Diekomplexen Zahlen . . . ... ... ...........
5.1.2 Holomorphe Funktionen . . ... .............
513 Komplexe Integration . . ... ... ... ... ... ....
514 Analytische Funktionen . . . . ... ... .........
515 Isolierte Singularitdten - Laurentreihen . . ... ... ..
51.6 DerResiduensatz . . . . ... ................

5.2 Gewohnliche Differentialrechnung . . . . . ... ... ... ...
521 Elementare Losungsmethoden . ... ... ... .....
5.2.2 Lineare Differentialgleichungen und Systeme . . . . . . .



INHALTSVERZEICHNIS

5.2.3 Hauptsitze tiber Existenz, Eindeutigkeit und Abhdngig-
keitvonDaten . .. ... ... ... ... .. ... ...,



Kapitel 1

Einleitung

Dieses Skript dient zur Priifungsvorbereitung im Physik-Studium auf die
miindliche Bachelor-Modul-Priifung Mathematik und soll nur einen kurzen
Uberblick iiber den Stoff geben.

Stofftechnisch richte ich mich an die

¢ Analysis 1 Vorlesung von Herrn Prof. Bunke im WS 07/08
e die Analysis 2 fiir Physiker Vorlesung von Herrn Prof. Kollross im SS 08

e und die Analysis 3 fiir Physiker Veranstalltung von Herrn Prof. Haber-
mann im WS 08/09

Ich habe mich entschlossen im ersten Teil die Axiome der Analysis zusammen-
zufassen, danach die wichtigsten Definitonen, Sitze und Korollare nach den
einzelnen Fachern und Themengebieten geordnet aufzulisten. So weit notig
hab ich auch noch wichtige Lemmas dazugepackt.

Falls ihr irgendwelche Fehler findet, schickt mir einfach eine Mail an:
wild.johannes@web.de
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Axiome der Analysis

2.1 Korperaxiome der reellen Zahlen

2.1.1 Axiome der Addition

Axiom 1 (Assoziativgesetz) Fiiralle x,y,z € R gilt
(x+y)+z=x+(y+2)
Axiom 2 (Kommutativgesetz) Fiiralle x,y € R gilt
X+y=y+x
Axiom 3 (Existenz der Null) Es gibt eine Zahl 0 € R, so dass
x+0=x YxeR

Axiom 4 (Existenz des Negativen) Zu jedem x € R existiert eine Zahl —x € IR, so
dass
x+(—x)=0

2.1.2 Axiome der Multiplikation
Axiom 5 (Assoziativgesetz) Fiiralle x,y,z € R gilt
(x-y)-z=x-(y-2)
Axiom 6 (Kommutativgesetz) Fiir alle x,y € R gilt
X y=y-x
Axiom 7 (Existenz der Eins) Es gibt ein Element 1 € R, 1 # 0, so dass
x-1=x VxeR

Axiom 8 (Existenz des Inversen) Zu jedem x € R mit x # 0 existiert eine Zahl
x' € R, so dass
x-xt=1
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2.2 Die Anordnungsaxiome

Axiom 9 (Trichotomie) Fiir jedes x gilt genau eine der drei Beziehungen:
x>0, x=0, —x>0
Axiom 10 (Abgeschlossenheit gegeniiber Addition)
x>0 und y>0 = x+y>0
Axiom 11 (Abgeschlossenheit gegeniiber Mulitplikation)
x>0 und y>0 = x-y>0

Axiom 12 (Archimedisches Axiom) Zu je zwei reellen Zahlen x,y > 0 existiert
eine natiirliche Zahl n mit
n-x>y

2.3 Das Vollstindigkeitsaxiom

Axiom 13 (Vollstindigkeitsaxiom) In R konvergiert jede Cauchyfolge.

Bemerkung Mit den Korperaxiomen (2.1), den Anordungsaxiomen (2.2),
dem Archimedischen Axiom (12) umd dem Vollstindigkeitsaxiom (13) haben
wir alle Axiome der reellen Zahlen aufgezahlt. Ein Korper, in dem diese Axiome
erfiillt sind, heifst vollstindiger, archimedischer Korper.

2.4 Peanoaxiome

Nach Peano lassen sich die nattiirlichen Zahlen charakterisieren als eine Menge
IN mit einem ausgezeichentem Element 0 und einer Abbildung v : N — IN, so
dass folgende Axiome erfiillt sind:

Axiom 14 x # y = v(x) # v(y), d.h. zwei verschiedene Elemente von IN haben
auch verschiedene Nachfolger.

Axiom 15 0 ¢ v(IN), d.h. kein Element von IN hat 0 als Nachfolger.

Axiom 16 (Induktionsaxiom) Sei M C IN eine Teilmenge mit folgenden Eigen-
schaften:

1. 0eM
2.xeM=v(x)eM
Dann gilt M = IN.



KAPITEL 2. AXIOME DER ANALYSIS 7

2.5 Weitere Axiome

Axiom 17 (Extensionalitdtsaxiom) Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich,
wenn die Aquivalenz der Aussagen

(x€A) & (xeB)

gilt

Axiom 18 (Aussonderungsaxiom) Fiir jede Aussage a — P(a) existiert die Menge
B:={aecA|P(@)}

Axiom 19 (Regularitiatsaxiom) Jede nichtleere Menge A enthiilt ein Element B € A
derart, dass ANB # (0

Axiom 20 Es gibt eine Menge

Axiom 21 (Paarmengenaxiom) Zu je zwei Mengen A,B gibt es eine Menge {A,B},
welche genau die Elemente A,B als Elemente hat:

(x € {A,B) & (x = A)V (x = B)

Axiom 22 (Vereinigungsaxiom) Fiir jede Menge Z existiert eine Menge X, welche
genau die Elemente von Z enthiilt. Sie wird durch

xeX)eo(dzeZ|xez)
charakterisiert.

Axiom 23 (Potenzmengenaxiom) Fiir jede Menge exisiert die Potenzmenge. Die
Potenzmenge einer Menge A wird durch

(X e PA) & (XCA)
charakterisiert.

Axiom 24 (Auswahlaxiom) Das karthesische Produkt einer nichtleeren Familie von
nichtleeren Mengen ist nichtleer.

Axiom 25 (Unendlichkeitsaxiom) Es gibt eine Nachfolgermenge.
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Zusammenfassung Analysis 1

3.1 Einfiihrung in die mathematische Sprache
3.1.1 Mengen
Definition 3.1 (BC A):=(x€B) —» (x € A)
Definition 3.2 Die Menge B := {a € A | P(a)} ist durch

(b e A) AP(b)
charakterisiert.
Definition 3.3 Wir definieren die leere Menge O durch

(xe0) o f

Korollar 3.1 Fiir jede Menge gibt es ein Objekt, welches nicht Element der Menge
ist. Es gibt also keine Menge aller Mengen.

Definition 3.4 Die Vereinigung C := A U B ist durch
xeC)e(xeA)V(xeB)

charakterisiert.

Definition 3.5 Der Durchschnitt C := A N B ist durch
xeC)e(xeA)A(xeB)

charakterisiert.
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Definition 3.6 Wir definieren den Durchschnitt () ,.x A einer nichtleeren Menge
von der Menge X durch

(xeﬂA)H(VAEXIxEA)

AeX

Definition 3.7 Fiir zwei Mengen A und B definieren wir die Differenz
A\B:={a€Ala¢Bj

Definition 3.8 Die Potenzmenge P(x) einer Menge A wird durch
(X eP(A) (XS A

charakterisiert.

3.1.2 Paare, Relationen

Definition 3.9 Die Menge A X B ist das kartesische Produkt der Menge A und B.

Definition 3.10 Eine binire Relation zwischen Elementen aus den Mengen A und
B ist eine Teilmenge von A X B.

Definition 3.11 Sei R eine Relation auf der Menge A. Eigenschaften von R:
1. reflexiv: Fiir alle a € A gilt aRa

symmetrisch: Fiir alle a,b € A gilt aRb < bRa

antisymmetrisch: Fiir allea,b € A gilt aRb AbRa — b =a

asymmetrisch: Fiir alle a,b € A gilt aRb <~ (bRa)

transitiv: Fiir allea,b € A gilt aRb A bRc — aRc

S

total: Fiir allea,b € A giltaRbV bRava=1»>

Definition 3.12 Eine Aquivalenzrelation ist eine reflexive, transitive und sym-
metrische Relation.

Eine Halbordnungsrelation ist eine reflexive, transitive und antisymmetrische
Relation. Eine Halbordungsrelation ist eine Ordungsrelation, wenn sie zusitzlich to-
tal ist.
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3.1.3 Abbildungen

Definition 3.13 Eine Relation R C A X B heifst funktional, wenn fiir jedes a € A
genau ein b € B existiert, so dass (a,b) € R gilt. In Symbolen:

(Ya € AA!b € B|(a, b) € R)

Definition 3.14 Eine Abbildung A — B von einer Menge A in eine Menge B ist
eine funktionale Relation in A X B.

Definition 3.15 Wir denfinieren die Komposition
GoF:={(a,c) € AxC|(Tb e Bl|a,b) e FA(bc) € G)}.
Definition 3.16 Die Komposition h := g o f wird durch
[ :=Tgo0ly

definiert.
Definition 3.17 Sei f : A — B eine Abbildung.

1. fheifst injektiv, wenn fiir alle x, y € A aus f(x) = f(y) die Relation x = y folgt.

2. f heitf$t surjektiv, wenn fiir alle b € B ein a € A existiert, mit f(a)=b

3. f heifst bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Definition 3.18 Sei f : A — B bijektiv. Die Umkehrabbildung (inverse Abbildung)

von fist die Abbildung f~' : B — Amil 1 :=T7

Definition 3.19 Seien X C A und Y C B. Wir setzen
f(X):={beB|(JaecX|b= f(a)} B

und
fiX):={facAlf@ e Y} CA
Insbesondere ist im(f) := f(A) das Bild von f.

Definition 3.20 Eine durch I induzierte Familie (von Elementen einer Menge U) ist
eine Abbildung x : I — U.
Wir schreiben Familien oft in der Form (;)ier.

Definition 3.21 Eine Folge in U ist eine Familie mit der Indexmenge IN der natiirli-
chen Zahlen.

Definition 3.22 Sei (X;)cs eine Familie von Mengen. Wir definieren die Vereinigung
U1 X; und den Durchschnitt N;erX; der Familie durch

(x € UieIXi) = (31 € le S Xz)
(x S UieIXi) = (VZ S le S Xz)

Definition 3.23 Das karthesische Produkt X X; ist die Menge aller Familien
(xi)ier mit x; € X fiir allei € L.



KAPITEL 3. ZUSAMMENFASSUNG ANALYSIS 1 11

3.1.4 Unendlichkeit
Definition 3.24 Wir definieren

1:=0" = {0}

2:=1* =10, {0}}
3:=2%={0,{0},1{0, {0}}}
n+1:=n*

Definition 3.25 Eine Nachfolgermenge ist eine Menge, welche () und mit jedem
Element auch dessen Nachfolger enthiilt.

Definition 3.26 Eine Menge X hat n Elemente, wenn es eine Bijektion X — n gibt.
Wir schreiben in diesem Fall $X := n fiir die Anzahl der Elemente von X.

Definition 3.27 Eine Menge A ist unendlich, wenn es eine injektive Abbildung
f:A— Amit f(A) # A gibt. Die Menge A heifit endlich wenn sie nicht unendlich
ist.

Definition 3.28 Die Menge Y ist mdéchtiger als X, wenn es eine injektive Abbildung
X — Y gibt. Wir schreiben X <'Y.

Die Menge X ist zu Y gleichmdichtig, wenn es eine Bijektion zwischen X und Y gibt.
Wir schreiben X ~ Y.

Satz 3.1 (Schréder-Bernstein) Aus X <Y und Y < X folgt X ~ Y.
Satz 3.2 (Cantor) Fiir jede Menge X gilt X < P(X).

Definition 3.29 Eine Menge X heifit abzdhlbar (unendlich), wenn X <IN
(X ~ IN) gilt. Wenn IN < X gilt, dann heifit X iiberabzdlbar.

3.2 Die reellen Zahlen

3.2.1 Die reellen Zahlen

Definition 3.30 Ein Korper K heifit geordnet, wenn auf K eine Ordnungsrelation
< definiert ist, die die folgenden Eigenschaften hat:

1. <ist mit der Addition vertriglich: Ausx < yfolgtx+z<y+z

2. <ist mit der Multiplikation vertriglich: Aus 0 < x und 0 < y folgt 0 < xy

Definition 3.31 Ein Schnittvon Q ist eine nichtleere Teilmenge U C Qmit folgenden
Eigenschaften:
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1. U ist von oben beschriinkt, d.h. es gibt eine rationale Zahl r, so dass aus q € U
die Ungleichung q < r folgt.
2. Istqe Uundr <q,dann gilt r € U.

3. Fiir jedes q € U existiert einr € Umit q <r.

Definition 3.32 Eine reelle Zahl ist ein Schnitt von Q. Wir bezeichnen die Menge
der reellen Zahlen mit R.

3.2.2 Supremumseigenschaft - Definition von R

Definition 3.33 Eine Teilmenge U C M heifst (von oben) beschrinkt, wenn es ein
m € M gibt, so dass u < m fiir alle u € U gilt. Ein solches Element m heifst obere
Schranke von U.

Definition 3.34 Ein Element m € M heif$t kleinste obere Schranke, wenn fiir jede
obere Schranke n von U die Relation m < n gilt. Wir schreiben sup U := m und
nennen dieses Element das Supremum von U.

Auf analoge Weise definieren wir Begriffe wie ,von unten beschriankt,, , untere
Schranke,und , grofite untere Schranke,, welche wir mitinf U bezeichnen und
das Infimum von U nennen.

Definition 3.35 Wenn sup U € U, dann ist sup U das Maximum von U welches
wir auch mit max U bezeichnen. Analog definieren wir das Minimum, min U von U.

Definition 3.36 Eine Abbildung f : M — N zwischen geordneten Mengen heifst
monoton (wachsend), wenn aus x, y € M und x < y folgt f(x) < f(y).

Analog definieren wir monoton fallende Abbildungen.

Definition 3.37 Eine geordnete Menge (M, <) hat die Supremuseigenschaft, wenn
fiir jede nichtleere und von oben beschriinkte Teilmenge U C M ein Supremum in M
existiert.

Analog Infimumseigenschaft.

Definition 3.38 Ein geordneter Korper, welcher die Supremumseigenschaft hat, ist
ein Korper reeller Zahlen.

Definition 3.39 Ein geordneter Korper K ist archimedisch geordnet, wenn fiir je
zwei Elemente x, y € K mit x < 0 ein n € IN existiert, so dass nx > y ist.

Satz 3.3 Es gibt einen Korper reeller Zahlen. Fiir zwei Korper reeller Zahlen R und
R’ gibt es genau einen Isomorphismus R — R’ geordneter Korper.
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3.2.3 Potenzen, Dezimalbriiche, Uberabzihlbarkeit
Definition 3.40 Fiir p € R, p > 0 definieren wir

p'" = suplg € Q| q'<p}.
Satz 3.4 Die Menge der reellen Zahlen ist iiberabzihlbar.

3.2.4 Ungleichung, Betrag

Definition 3.41 Fiir a,b € M definieren wir die Intervalle
[a,b] .= meM|a<mAm<b}
(a,b] .= {meM|a<mAm<b}
[a,b) := {meM|a<mAm<b}

(ab) .= {meM|a<mAm<b}

Definition 3.42 Wir definieren die Betrags-Abbildung | .. |: R — R durch

x| x @ x<0
Y=Y —x - x<o0

Definition 3.43 Wir betrachten a,b € R. Das arithmetische Mittel von a,b ist
durch

a+b
murith(a/ b) = )
definiert. Allgemeiner definiert man
Yi.a
marith(all Ny an) = lnl l

fiir reelle Zahlen a;,i = 1, ..., n.

Definition 3.44 Das geometrische Mittel von positiven Zahlen a,b € R ist durch
Mgeom(a, b) := (a - b)?

definiert. Allgemeiner definiert man

n

1

mggom(al,...,an) = (| | ai)”
i=1

fiir positive reelle Zahlen a;,i =1, ..., n.
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3.3 Grenzwerte und Folgen

3.3.1 Folgen reeller Zahlen

Definition 3.45 Die Zahl a ist Grenzwert der Folge (a;):2,, wenn fiir jede positive
reelle Zahl € eine natiirliche Zahl N existiert, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen i > N
die Relation | a; — a |< € gilt. In diesem Fall schreiben wir a = lim;_..a; oder a; — a
und sagen auch, dass (a;) gegen a konvergiert.

Definition 3.46 Sei (a,)nen eine Folge und
Mg <hg <np<...
eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen. Dann heift die Folge
(an,)ien = (ny, Ay, Ay - - )
eine Teilfolge von (ay).

Definition 3.47 Eine Folge (a,)qen reeller Zahlen heifit nach oben (bzw. nach unten)
beschrinkt, wenn es eine Konstante K € R gibt, so dass

a, <K (g, >2K) Yne N
Die Folge heifst beschrinkt, wenn es eine reelle Konstante M > 0 gibt, so dass
|a,| Vn.

Definition 3.48 Eine Folge reeller Zahlen (a;) heifst Cauchy-Folge, wenn fiir alle
0 <e e Rein N € IN existiert, so dass fiir alle n,m > N die Ungleichung

|a, —anl<e

gilt.

3.3.2 Reihen

Definition 3.49 Wenn die Folge (s,);" , konvergiert, dann machen wir folgende Defi-
nition:

[ee]

Z a; ;= lim s,,.
Nn—o0

i=0

Wir sprechen dann von einer konvergenten Reihe ) ;" a;

Definition 3.50 Eine Reihe Y. ajist absolut konvergent, wenn Y ;- | a; | konver-
giert.
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Lemma 3.1 (Konvergenzkriterien)

1. Quotientenkriterium: Eine Reihe ) ;- a; konvergiert absolut, wenn

(&)
lim sup E |
i—0co i—0

gilt (die Existenz der linken Seite als Vorraussetzung eingeschlossen).

a‘
L<1
ait1

2. Wurzelkriterium: Eine Reihe Y ;2 a; konvergiert absolut, wenn

. 1
limsup | a; |

gQilt.

3. Majorantenkriterium: Die Reihe ) ;- a; konvergiert absolut, wenn es eine Reihe
Yoo Ci mit lauter nicht-negativen Gliedern gibt und (a;)ien eine Folge ist mit
der Eigenschaft

| a; |<¢; YieN.

3.4 Stetigkeit

3.4.1 stetig reellwertige Funktionen auf R

Definition 3.51 Eine Teilmenge U C R heifst offen, wenn fiir jedes x € U ein € > 0
existiert, so dass (x —€,x + €) C U.
Eine Teilmenge V C R heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement R\V offen ist.

Definition 3.52 Eine Umgebung von x € R ist eine Menge M C R, fiir welche es
eine offene Teilmenge U C R mit x € U C M gibt.

Definition 3.53 Eine Teilmenge V C A ist offen in A, wenn sie von der Form V =
A N U fiir eine offene Teilmenge von R ist. Eine Teilmenge B C A ist abgeschlossen
in A, wenn A\B offen ist. Sei x € A. Eine Teilmenge M C A ist eine Umgebung von
x in A, wenn es eine Umgebung N von x € R mit M = AN N gibt.

Definition 3.54 (e - 6 - Definition) :
Eine Funktion f : A — R heifit (metrisch) stetig in x, wenn fiir jedes € > 0 ein 6 > 0
existiert, so dass aus y € A und | y — x |< 6 die Ungleichung | f(x) — f(y) |< € folgt.

Definition 3.55 (Folgenstetigkeit) :
Eine Funktion f : A — R heift folgenstetig in x € A, wenn fiir jede Folge (x,) mit
X, € A und lim,_,o, = x auch (f(x,)) konvergiert und lim, . f(x,) = f(x) gilt.
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Definition 3.56 (Topologische Definition) :
Eine Funktion f : A — R heifit (topologisch) stetig in x € A, wenn fiir jede
Umgebung N C R von f(x) das Urbild f~(N) C A eine Umgebung von x € A ist.

Satz 3.5 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. fistin x (metrisch) stetig
2. fist in x folgenstetig
3. fist in x (topologisch) stetig

Definition 3.57 Eine Funktion f : A — R heifit stetig, wenn sie in allen Punkten
von A stetig ist.

3.4.2 Zwischenwertsatz

Korollar 3.2 Sei f : [a,b] — R stetig und x € R zwischen f(a) und f(b) (also
x € [f(a), f(B)]U[f(b), f(a)]). Dann gibt es ein & € [a, b] mit f(&) = x.

3.4.3 Abstand, metrische und topologische Raume

Definition 3.58 Eine Metrik (oder Abstandsfunktion) auf X ist eine Funktion d :
X X X — [0, o0) mit folgenden Eigenschaften:

1. dx,y) =0 x=y,

2. d(x,y) = d(y,x),
3. d(x,y) < d(x,z)+d(z,v),

wobei x, y, z beliebige Punkte in X bezeichnen.

Definition 3.59 Ein metrischer Raum ist ein Paar (X,d) aus eine Menge mit einer
Abstandsfunktion.

Im Folgenden sei (X, d) ein metrischer Raum und x € X.

Definition 3.60 Eine Folge (x,) in X konvergiert gegen x € X, wenn d(x,,x) — 0
gilt.

Verallgemeinerte Definition einer Cauchyfolge:

Definition 3.61 Eine Folge (x,) in X ist eine Cauchyfolge, wenn fiir jedes € > 0 ein
ny € IN existiert, so dass fiir n,m > ng gilt d(x,, xn) < €.
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Definition 3.62 Wir nennen einen metrischen Raum vollstindig, wenn in ihm jede
Cauchyfolge konvergiert.

Definition 3.63 Mit B(x,r) := {y € X | d(x,y) < r} bezeichnen wir den Ball um x
mit dem Radius .

Definition 3.64 Wir nennen eine Menge U C X offen, wenn fiir x € U ein r >
0 existiert mit B(x,r) € U. Eine Menge A C X heifst abgeschlossen, wenn ihr
Komplement X\A offen ist. Die Menge T := {U € P(X) | U ist offen} heifSt die von d
auf X induzierte Topologie.

Definition 3.65 Die Metriken heifSen dquivalent, wenn es ein c,C > 0 mit c,C € R
gibt, so dass fiir alle x, y € X gilt:

cdo(x, y) < di(x, y) < Cdo(x, y)

Definition 3.66 Eine Topologie auf einer Menge X ist eine Teilmenge 7 C P(X)
mit:

1. 0,XeT
2. T is abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten
3. T ist abgeschlossen unter beliebigen Vereinigungen

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, T") aus einer Menge X und einer Topologie
T auf X.

3.4.4 Konvergenz im metrischen und topologischen Kontext

Definition 3.67 Eine Menge M C X ist eine Umgebung von x € X, wenn es eine
offene Teilmenge U € T mit x € U C M gibt.

Definition 3.68 Eine Folge (x,) in einem topologischen Raum (X,T") konvergiert
(topologisch) gegen x € X, falls fiir jede Umgebung M von x ein ny € IN existiert, so
dass x, € M fiir alle n > ny gilt.

Definition 3.69 Ein topologischer Raum X ist Hausdorffsch, wenn fiir alle x, y € X
mit x # y Umgebungen M,N von x,y existieren mit M NN = (.

Definition 3.70 Eine Teilmenge A C X heifst folgenabgeschlossen, wenn fiir jede
Folge (a;) in A mit a; — x auch x € A gilt.

Definition 3.71 Ein topologischer Raum heifit folgenkompakt, wenn jede Folge in
diesem Raum eine konvergente Teilfolge besitzt.
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Definition 3.72 Eine Uberdeckung eines topologischen Raumes (X, T") ist eine Fa-
milie (U;)ier offener Teilmengen mit \J;; U; = X.

Eine Teiliiberdeckung von (U,);cs ist eine Uberdeckung (Uy)ier mit einer Teilmenge
I'cl

Definition 3.73 Ein topologischer Raum heifit quasi-kompakt, wenn jede Uber-
deckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Wenn er zusitzlich Hausdorffsch ist,
dann heif$t er kompakt.

Definition 3.74 Ist A C X eine Teilmenge eines topologischen Raumes, so bezeichnet

A := {x € A | jede Umgebung von x schneidet A }

die abgeschlossene Hiille von A.

Definition 3.75 Eine Teilmenge eines metrischen Raumes heifst beschrinkt, wenn
sie in einem Ball enthalten ist.

Lemma 3.2 Eine Teilmenge von R" ist genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt
und abgeschlossen ist.

3.4.5 Stetigkeit im metrischen und topologischen Kontext

Definition 3.76 Die Abbildung fist an der Stelle x folgenstetig, wenn fiir jede Folge
(x,) in X mit x, — x auch f(x,) = f(x) gilt.

Definition 3.77 Die Abbildung f ist an der Stelle x (topologisch) stetig, wenn fiir
jede Umgebung M von f(x) in Y das Urbild f~'(M) eine Umgebung von x in X ist.

Definition 3.78 Die Abbildung f ist an der Stelle x (metrisch) stetig, wenn fiir jede
Umgebung M von f(x) ein 6 > 0 exitsiert, so dass aus dx(u, x) < 0 folgt f(u) € M.

Definition 3.79 Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Riume ist stetig,
wenn sie in jedem Punkt von X stetig ist.

Korollar 3.3 Eine stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten Raum ist be-
schrinkt und nimmt ihre Extremwerte an.

Definition 3.80 Seien X,Y metrische Riaume mit Metriken dx und dy. Eine Abbildung
f: X — Yist gleichmdif3ig stetig, wenn fiir jedes € > 0 ein 6 > O existiert, so dass

aus dx(x,y) < 6 gilt dy(f(x), f(y)) <e.
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3.4.6 Grenzwerte

Definition 3.81 Ein Punktx € X heifst Haufungspunkt von E, wenn jede Umgebung
von x in X einen nichtleeren Durchschnitt mit E hat.

Definition 3.82 Ein Punkt y € Y ist Grenzwert von fin x, wenn fiir jede Umgebung
Muoon yin'Y eine Umgebung N von x in X existiert mit f(N NE) C M. Wir schreiben
y = lim f(e).

e—X

Definition 3.83 Sei U C R offen und u € U. Wir betrachten eine Funktion f : U —

R. Dann ist () — fa
x) — f(u
Au(f)(x) = I —
auf U\{n} definiert und heif$t Differenzenquotient.
Existiert der Grenzwert

lim A,(f)

X—U

so heift f an der Stelle u differenzierbar, und f'(x) := lim,_,, A,(f) die Ableitung
an der Stelle u.

3.4.7 Punktweise Konvergenz vs. gleichmifiige Konvergenz

Definition 3.84 Eine Folge von Funktionen (f,), f, : A — R konvergiert punkt-
weise gegen f : A — R, falls fiir allea € A

lim £,(2) = f(a)
gilt.

Definition 3.85 Eine Folge von Funktionen (f,) konvergiert gleichmdf3ig gegen f,
falls

lim sup d(f, (a), f@)) = 0

aeA

gilt. Eine Folge von Funktionen (f,) ist eine gleichmiifSige Cauchyfolge, wenn fiir jedes
€ > 0 ein ny existiert, so dass aus n,m > ny folgt

sup d(f.(a), fu(a)) <e.

acA

Korollar 3.4 Die Funktionen x — sin(x), x + cos(x), x > e* sind auf ganz R stetig.
Die Funktion (=1,1) 3 x — In(1 — x) ist stetig. (vgl. mit Definition 3.89)
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3.5 Differentialrechnung

3.5.1 Die Ableitung

Definition 3.86 Wenn
f/(x) = lim f(y) - f(y)

Y =X

existiert, dann heif$t f im Punkt x differenzierbar und f’(x) die Ableitung von f im
Punkt x. Wenn fin allen Punkten von U differenzierbar ist, dann sagen wir, dass f auf
U differenzierbar ist und nennen die Funktion f’ : U — R die Ableitung.

3.5.2 Mittelwerte und Extremwerte

Definition 3.87 Wir sagen, dass f im Punkt x € X ein lokales Extremum besitzt,
wenn es eine Umgebung x € U C X von x gibt mit sup; f = f(x). Analog definieren
wir den Begriff eines lokalen Minimums.

Definition 3.88 Ist U C R offen und f : U — R differenzierbar, dann heifit ein
Punkt x € U kritisch (fiir ), wenn f'(x) = 0 gilt.

Korollar 3.5 f hat im Punkt x ein lokales Maximum (Minimum), wenn
1. f:(a,b) = Rist differenzierbar
2. x € (a, b) ein kritischer Punkt von f (f'(x)=0)
3. f"ist in x differenzierbar und f”(x) < 0 (> 0)

3.5.3 Die trigonometrischen Funktionen, lin. Differentialglei-
chungen

Definition 3.89 Definition einiger wichtiger Funktionen:

1. sin: [-3,3] = [-1,1]:

x21+1

sin(x) := ;(—1)1' B

2. cos:[-7,5] = [-1,1]:

o 2
cos(x) := ;(—1)1'%
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3. ¢: R — R*:

Definition 3.90 Wir definieren die Zahl
7 := 2inf{x € [0, 00) | cos(x) = 0}.

Definition 3.91 Die Umkehrfunktion der Abbildung sin : [-7, 7] — [-1,1] ist die
Funktion arcsin : [-1,1] — [-F, 7].

Die Ableitung ist gegeben durch

11
sin’(x)  cos(x)

arcsin’(sin(x)) =

Fiir sin(x) = z erhalten wir cos(x) = V1 — z2, und somit:

1
V1 -22

arcsin’(x) =

3.5.4 Taylorformel
Definition 3.92 Das Taylorpolynom von f im Punkt x vom Grad n ist

noofk)
wa=§:fkgky—@@

k=0

Im allgemeinen gilt:

f(y) = P(y) + r(y)

Satz 3.6 (Taylorformel) Seia,b] C Umita < x < b. Wir machen folgende Annahmen
iiber f: U — R:

1. Auf U ist f n-mal differenzierbar
2. f ist auf [a,b] stetig
3. f*D existiert auf (a,b)

Dann gibt es fiir jedes x # y € (a,b) ein & € (x,y) (oder & € (y,x), falls y < x), so dass

_ f(n+1)(é)
"W =)

(y _ x)n+1_
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Definition 3.93 Eine Funktion f : U — R heifSt glatt, wenn sie beliebig oft differen-
zierbar ist.

Definition 3.94 Sei U C R und f : U — R eine glatte Funktion. Die Funktion f
heif$it in x analytisch, wenn es eine Umgebung x € V. C U von x gibt derart, dass

o £
=Y 2y

k=0

fiir alle y € V gilt (auf welcher also f durch die Taylorreihe dargestellt wird).

3.6 Integration

3.6.1 Definition und Existenz des Integrals

Definition 3.95 Eine Funktion ¢ : [a,b] — IR heifit einfach, wenn es eine Folge
a=xy)<xy--+ < X1 < X, = b (zuliissige Zerlegung) gibt, so dass

Q%) == P(xiz1) Vx € [xiq,x;) i=1,...,n
gilt.

Definition 3.96 Wir definieren das Integral einfacher Funktionen

b
f ...dx: €[a,b] > R

durch , )
f P(x)dx := Z P (xi1)(xi — Xi-1)
a i=1

fiir eine zulissige Zerlegung fiir ¢.
mit €[a, b] bezeichnet man den Raum der einfachen Funktionen.

Definition 3.97 Wir definieren das Oberintegral und Unterintegral von f durch

b+ b
dx := inf d
[ fwdxi= _inf f P(odx

, b
dx:= inf a
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Definition 3.98 Wir nennen f : [a,b] — R riemannintegrierbar, wenn das Ober-
integral und das Unterintegral den gleichen Wert hat. In diesem Fall ist

b b b
f f(x)dx = f f(x)dx = f(x)dx

das Riemannintegral von f. Mit R[a, b] bezeichnen wir die Menge der riemanninte-
grierbaren Funktionen auf [a, b].

Satz 3.7 Es gilt C([a, b]) C R]a, b].

Definition 3.99 Eine Funktion f : [a,b] — R ist stiickweise stetig, wenn es eine
Zerlegung [a,b] = U I; in endlich viele echte Intervalle gibt, so dass fy. fiir alle
i=1,...,nstetig ist.

3.6.2 Der Haupsatz

Satz 3.8 Sei f : [a,b] — R stetig. Wir bilden die Funktion [a,b] 5 x + F(x) :=
fa i f(x)dx. Dann ist F stetig auf (a,b) differenzierbar und es gilt:

F'(x) = f(x), F@@) =0

Definition 3.100 Eine auf [a,b] C R stetige und auf (a,b) differenzierbare Funktion
F :[a,b] = R heif$t Stammfunktion von f, wenn auf (a, b) gilt: F' = f.

Korollar 3.6 Ist F eine Stammfunktion von f, dann gilt
b
f f(x)dx = F(b) — F(a).

3.6.3 Uneigentliche Integrale

Definition 3.101 Wenn lim._,; fa i f(x)dx existiert, dann heifst dieser Wert

fab f(x)dx = lcl_r>rbl \fa‘xf(x)dx

uneigentliches Integral von f. Analog definiert man das uneigentliche Integral einer
Funk- tion (a,b] — oo. Das uneigentliche Integral einer Funktion f : (a,b) — R ist
definiert als Summe uneigenlicher Integrale (falls diese existieren)

b b
ff(x)dx ::ff(x)dx+f f(x)dx

fiir ein ¢ € [a, b].
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3.6.4 Partielle Integration, Substitution

Satz 3.9 (partielle Integration) Sei U C R offen, [a,b] C U und F,G : U — R
stetig differenzierbar mit f := F', g := G’. Dann gilt

b b
[ rwcwax=ro ;- [ Fwgwis

wobei FG |°:= F(b)G(b) — F(a)G(a) ist.

3.6.5 Bogenlinge

Sei I := [0, 1]. Da I nicht offen ist, benutzen wir fiir I folgende Erweiterung des Begriffs
einer differenzierbaren Funktion.

Definition 3.102 Eine Funktion f : I — Rist differenzierbar, wenn sie Einschrinkung
einer auf einer offenen Umgebung von I definierten differenzierbaren Funktion ist.

Definition 3.103 Wir betrachten f als differenzierbar wenn die f; fiir i = 1,...,n
differenzierbar sind und setzen f'(t) = (f{(t),..., f,(t)) € R".

Definition 3.104 Ein parametrisierter Weg in IR" ist eine stetige Abbildung y :
[0,1] — R". Mit PR" bezeichnen wir den Menge der Wege in IR".

Definition 3.105 Es gilt yo ~c1 y1 genau dann, wenn es einen Homdomorphismus
¢ : 1 — I gibt mit
Yo =710

Definition 3.106 Ein differenzierbarer parametrisierter Weg in IR ist eine stetig
diffrenzierbare Abbildung y : [0,1] — R". Mit PciR" bezeichnen wir die Menge der
differenzierbaren Wege in R".

Definition 3.107 Es gilt vy ~c1 y1 genau dann, wenn es eine stetig differenzierbare
Abbildung ¢ : I — I gibt mit ¢’ > 0 und

Yo =710¢.
Definition 3.108 Wir definieren die Linge von y durch

1
L(y) = fo Iyl

Satz 3.10 Gilt fiir yo, 71 € Pa1R die Relation yo ~c1 y1, dann ist L(yo) = L()1).
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3.7 Funktionalanalytische Aspekte

3.71 Funktionenrdume, Vervollstindigungen

Definition 3.109 Ein normierter Vektorraum (E, ||.||) (iiber R), welcher als metrischer
Raum (mitd(x, y) := ||x — yl|) vollstindig ist, heifst reeller Banachraum.

Definition 3.110 Eine Vervollstindigung von (X, dx) ist ein Paar (Y, dy), i) aus ei-
nem vollstindigen metrischen Raum (Y, d) und einer isometrischen Abbildungi : X —
Y derart, dass fiir jede lipschitzstetige Abbildung f : X — Z in einen vollstindigen
metrischen Raum Z

X

L .z
D
Y
eine eindeutige stetige Faktorisierung g existiert.

Satz 3.11 Jeder metrische Raum besitzt eine Vervollstindigung i : X — Y . Dabei ist
i(X) c Ydicht. Sind ((Y,dy), 1) und ((Y’;dy),i") zwei Vervollstindigungen, dann gibt
es eine eindeutige isometrische Isomorphie j : Y — Y’ so dass

\j/y
X

3.7.2 Der Satz von Ascoli

Definition 3.111 Eine Teilmenge F C C(X, B) heifst gleichgradig stetig im Punkt
x € X, falls fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass aus f € F, y € X und
dx(x,y) < 6 die Ungleichung dg(f(x), f(y)) < € folgt. Ist F in jedem Punkt von X
gleichgradig stetig, dann ist F gleichgradig stetig.

Y

Satz 3.12 (Ascoli) Sei (X, dx) eine kompakter metrischer Raum und (B, dg) ein vollstindi-
ger metrischer Raum. Eine Teilmenge F € C(X, B) ist genau dann relativ kompakt,
wenn F gleichgradig stetig und fiir jedes x € X die Menge {f(x) | f € F} C B relativ
kompakt ist.

Korollar 3.7 Sei (X, dy) ein kompakter metrischer Raum. Eine beschriinkte gleichgra-
dig stetige Teilmenge F C C(X, IR") ist relativ kompakt.



Kapitel 4

Zusammenfassung Analysis 2

4.1 Differentialrechnung im R"

4.1.1 Der R" als metrischer Raum

Satz 4.1 Sei x, = (X1y,...,Xw), vV € N, eine Folge im R". Dann sind dquivalent:
1. Die Folge x, konvergiert.
2. Jede Komponentfolge x;,,1 € {1,...,n},v € N konvergiert.

3. Die Folge x, ist eine Cauchyfolge.

Korollar 4.1 Eine Folge (x1y,...,Xny) im R" konvergiert genau dann gegen einen
Punkt (x1,...,x,) € R", wenn fiir i = 1,...,n die reelle Zahlenfolge x;, gegen Xx;
konvergiert.

Satz 4.2 Sei X ein metrischer Raum und seien f : X — Rfiiri: 1, ...,n Abbildungen.
Die Abbildung f : X — R", f(x) := (f1(x), ..., fu(x)) ist genau dann stetig, wenn alle
Komponentenfunktionen stetig sind.

Satz 4.3 Seien nun V und W normierte reelle Vektorriume und A : V. — W eine
lineare Abbildung. A ist genau dann stetig, wenn es beschrinkt ist, das heif$t wenn es
ein C € R, gibt, so dass ||A(x)|| < Cl|x|| fiir allex € V.

Definition 4.1 Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes X (z.B. R"). Unter
einer offenen ﬁberdeckung von A versteht man eine Familie (U;)ie; von offenen
Teilmengen U; C X, so dass A C U U;. Die Indexmenge kann dabei endlich oder
unendlich sein.

26
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4.1.2 Kompaktheit

Definition 4.2 Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes X (z.B. R"). Unter
einer offenen ﬁberdeckung von A versteht man eine Familie (U;)ie; von offenen
Teilmengen U; C X, so dass A C U U;. Die Indexmenge kann dabei endlich oder
unendlich sein.

Definition 4.3 Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X heifit kompakt, wenn
jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Genauer: A heifit
kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung (U,)ie; von A endlich viele Indizes
i1, ..., ik gibt, so dass A C U; N ... N U, gilt.

Beachte Die Definition sagt nicht: A ist kompakt, wenn es eine endliche Uber-
deckung mit offenen Teilmengen gibt. (Die gibt es namlich immer, z.B. X ist offen!)

Satz 4.4 Sei X ein metrischer Raum, a,, eine konvergente Folge und a der Grenzwert.
Dann ist A := {a,|v € IN} U {a} kompakt.

Satz 4.5 Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt, wenn er folgenkompakt ist,
d.h. wenn jede Folge eine in diesem Raum konvergente Teilfolge besitzt.

Satz 4.6 (Heine-Borel) Eine Teilmenge des R" mit der euklidischen Metrik ist genau
dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist.

Satz 4.7 Ist f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Riumen und X
kompakt, so ist f(x) C Y kompakt.

Korollar 4.2 Jede beschrinkte Folge im R" besitzt eine konvergente Teilfolge.

4.1.3 Partielle Ableitungen

Definition 4.4 Sei U C R" offen, f : U — R eine Funktion und x € U. Die
Funktion f heifst im Punkt x € U partiell differentierbar beziiglich der i-ten
Koordinatenrichtung, falls die Funktion t +— f(x1, ..., Xi-1,t, Xis1, ..., Xn) bei t = x;
differenzierbar ist (im gewdohnlichen Sinne - als eindimensionale reelle Funktion). In
diesem Fall nennt man den Wert der Ableitung der obigen eindimensionalen Funktion
t = x1, die i-te partielle Ableitung von f in x. Bezeichnung:

D; f(x) oder j—i(x)

Definition 4.5 Sei f wie in Definition 4.4. f heifst partiell differenzierbar, falls fiir
allex € Uundallei = 1, ..., n die Funktion f in x partiell differenzierbar beziiglich der
i-ten Koordinatenrichtung ist. f heift stetig partiell differenzierbar, falls zusitzlich

alle partiellen Ableitungen D;f := §—£ : U — R, x = D;f(x) stetig sind.



KAPITEL 4. ZUSAMMENFASSUNG ANALYSIS 2 28

Definition 4.6 Sei U C R" offen und f : U — R partiell differenzierbare Funktion.
Wir nennen den Vektor

J J
(0 1= (32, 3-(2)

den Gradient von f im Punkt (x € Y). Andere Schreibweise V f(x) (,Nabla”).

Definition 4.7 Sei U C IR" offen. Unter einem Vektorfeld versteht man eine Abbil-
dung
v:U—R"

die also jedem Punkt x € U einem Vektor v(x) in R" zuordnet. Ein spezielles Vektorfeld
ist der Gradient einer partiell differenzierbaren Funktion

Vf:U—-R", x— Vf(x)

Definition 4.8 Sei U C R" offen, v = (v4,...,v,) : U — R" ein partiell differen-
zierbares Vektorfeld (d.h. alle Komponentenfunktionen v; : U — IR sind partiell
differenzierbar). Dann heift die Funktion

die Divergenz des Vektorfeldes v.

Satz 4.8 Sei U C R" offen und f : U — R zweimal stetig partiell differenzierbar.
Dann gilt fiirallea € Uund i,j=1,...,n

DZD]f(a) = D]le(a)
Definition 4.9 Sei U C R" offen, f : U — R eine zweimal stetig partiell differenzier-

bare Funktion. Setze
0> f 02 f

+

Af = dio(Vf) = 2L 4. 4
ox? ox2

wobei A der Laplace-Operator ist.

4.1.4 Totale Differenzierbarkeit

Definition 4.10 Sei U C R" eine offene Menge und f : U — R" eine Abbildung, f
heif$t im Punkt x € U total differenzierbar (oder Differenzierbar), falls es eine lineare
Abbildung A : R" — R™ gibt, die f in der Nihe des Punktes x in folgenden Sinne
approximiert. Es gibt eine Umgebung von x, in der gilt

flx+8) = fx) + A(S) + (&)
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Wobei @ eine in einer Umgebung der Null in R" definierten Funktion mit Werten in
IR" ist, so dass
P(S)

b
&0 JlEll

Satz 4.9 Sei U C R" offen und f : U — R" eine Abbildung, die im Punkt x € U
differenzierbar ist, so dass

=0

fx+8) = fx) + AS +o(E])

mit der reellen m X n-Matrix A. Dann sind alle Komponenten von f partiell differen-
zierbar in x und es gilt:
%%

8x]

al']‘

Insbesondere ist die Matrix A durch f eindeutig festgelegt.

Definition 4.11 Sei U C R" offen und f : U — R™ eine Abbildung, die im Punkt
x € U partiell differenzierbar ist. Dann nennt man die Matrix

Df( )—( fl 1<z<m1<]<n

die aus den partiellen Ableitungen von f bei x gebildet wird die Jacobi-Matrix als
Funktionalmatrix von f bei x. Andere Schreibweisen:

df If1, s fn)

Df() = Jr(x) = 5-(x0) = 0, 1)

S (%)

Ist f bei x differenzierbar, so nennt man D f (x) auch das Differential oder die Ableitung
von f bei x.

Satz 4.10 Sei U C R" offen und f : U — R eine in U partiell differenzierbare
Funktion. Alle partzellen Ableitungen D;f seien im Punkte x € U stetig. Dann ist f
in x (total) differenzierbar.

Satz 4.11 (Kettenregel) Seien U C R" und V C R™ offene Mengen und g : U —
R™, f : V — R Abbildungen mit g(U) C V. Die Abbildung g sei im Punkt x € U
differenzierbar und die Abbildung f im Punkt y := g(x) differenzierbar. Dann ist die
Verkettung

fog:U—Rixr fg)
im Punkt x differenzierbar und es gilt fiir ihre Ableitung

D(f o g)(x) = Df(g(x)) - Dg(x), (f © 8)'(x) = f'(8(x)) - &' (%)
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Wobei die Multiplikation auf der rechten Seite Matrizenmultiplikation (bzw. Verket-
tung von linearen Abbildungen) bezeichnet.

Definition 4.12 Sei U C IR" offen und f : U — R eine Abbildung. Sei weiter x € U
ein Punkt und v € R" ein Vektor. Unter der Richtungsableitung von f bei x in
Richtung v versteht man (im Fall der Existenz) den Wert:

d
D, f(x) := af(x + 10)|i=0
Fiir v = e; ist also D, f(x) = D,, f(x) = D;f(x) die i-te partielle Ableitung.

Satz 4.12 Sei U C R" offen und f : U — R" eine stetige differenzierbare Ableitung.
Dann gilt fiir jedes x € U und v € R"

D, f(x) = Df(x)o

S~—— ~—
Richtungsableitung  Matrix mal Vektor

Ist insbesondere f : U — R eine stetige Funktion, so gilt:
Dof(x) = (v, Vf(x))

Satz 4.13 Sei U C R" offen und f : U — R™ eine stetige differenzierbare Abbildung.
Sei x € U und & € R" derart, dass die ganze Strecke x + t&, 0 <t < 1 in U liegt.
Dann gilt:

1
f+ 8- fx) = f Df(x + tE)dte

Definition 4.13 Seien V, W normierte Vektorrdume und A : V. — W eine stetige
(beschriinkte) lineare Abbildung. Die Norm einer linearen Abbildung definiert man
als

|l := sup{l[A@)Il | v €V, [l < T}

Korollar 4.3 Seil C Roffenund f : U — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung.
Sei x € U und & € R" derart, dass die ganze Strecke x + t&, 0 < t < 1in U liegt.
Dann gilt:

1f(x+ &) = fEll < MIIEN
Wobei

M = sup |IDf(x + tE)I|

te[0,1]

die Norm der Matrix darstellt.
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4.1.5 Taylorformel und lokale Extrema

Satz 4.14 Sei U C R" offen und f : U — R eine k-mal stetig partiell differenzierbare
Funktion. Sei x € U, & € R", so dass die Strecke x + t£,0 < t < 1 ganz in U liegt.
Dann ist die Funktion

g:[0,1] = R, g(t) := f(x +t&)

stetig differenzierbar und es gilt

28 - Y Sotfa e

lal=k

g(t) = dtk

Die Summe liuft hier iiber alle n-Tupel mit |a| =

Definition 4.14 Wir setzen fiir m € IN:

P,(&) = Z “f(x)

Ot'
la|=m

Dann ist P,, ein (homogenes) Polynom (m-ten Grades) in der Variablen & = (&4, ..., &) €

IR"™. Wir nennen
DCK
Tu(®) ZPk(é) y 20

|or|<m

das Taylorpolynom m-ten Grades von f im Punkt x. Fiir n = 1 liefert dies das aus
Analysis I bekannte Taylorpolynom fiir Funktionen einer Variablen, so dass dann gilt:

m " k)
Zpk(t) _ Z f kfx)tk
k=0 k=0

Satz 4.15 (Taylorformel) Sei U C R" offen, x € U und & € R", so dass x + t& €
UVt e[0;1). Sei f : U — R eine (k + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, dann
existiert ein O € [0, 1], so dass

fe+ )= Z Daoj;(x)éa N Z D*f(x + Qé)éa

! a!
lar|<k lal=k+1

Korollar 4.4 Sei U C R" offen, x € U und 6 > 0, so dass Bs(x) € U. Sei f : U - R
eine k-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt V& € R" mit ||&]| < 6:

k
flr+y) =Y Pu(@) + olEl)
m=0
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Definition 4.15 Sei U C R" eine offene Teilmenge und f : U — R eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion. Unter der Hesseschen Matrix (oder Hesse-Matrix)
versteht man die nxn-Matrix:

P
((Hessf)(x))ij == Taj;(x), 1<i,j<n
0]

Wegen der Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen ist die Hessesche Matrix sym-
metrisch, das heifSt:

((Hessf)(x))" = ((Hessf)(x))

Korollar 4.5 Sei U C R" offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar und x € U.
Dann gilt:

f+&) = f) +(Vf(x), &) + %((HBSSf)(X)E, &) +o(liEIP)

Definition 4.16 Sei U C R" offen und f : U — R. Ein Punkt x € U heifit lokales
Maximum (bzw. lokales Minimum) von f, falls es eine Umgebung V C U von x gibt

f(y) < f(x) (bzw. f(y) = f(x) Vy € V.
Ein Punkt x € U heift isoliertes lokales Maximum, falls es eine Umgebung V C U

von x gibt, so dass f(y) < f(x)Vy € V\{x}. Ein lokales Extremum ist ein lokales
Maximum oder Minimum.

Satz 4.16 Sei U C IR" offen und besitze die partiell differenzierbare Funktion f : U —
R bei x ein lokales Extrema. Dann gilt:

Vfx)=0

Definition 4.17 Sei U C R" offen, f : U — R partiell differenzierbar. Die Punkte
x € U mit 0 =V f(x) nennen wir kritische Punkte der Funktion f.

Wiederholung Eine symmetrische reelle n X n-Matrix A heifit:

e positiv definit, falls (AE, &) > 0 VE € R"\{0}

negativ definit, falls (A, &) < 0 V& € R"\{0}

positiv semidefinit, falls (A, &) > 0VE € R”

negativ semidefinit, falls (A&, &) <0 VE € R”

indefinit, falls es &, 1 € R" gibt mit (A&, &) > 0 und (An,n) <O0.
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Satz 4.17 Sei f : U — R zweimal stetig differenzierbar, U C R" offen und haben
f bei x € U ein lokales Maximum (bzw. Minimum). Dann ist ((Hessf)(x)) negativ
semidefinit (bzw. positiv semidefinit), das heifSt es gilt:

((Hessf)(x)&,&) <0 (= 0) VE € R"

Satz 4.18 Sei U C R" offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar. Habe f bei
x einen kritischen Punkt und sei Hessematrix (Hessf)(x) bei x positiv (bzw. negativ)
definit. Dann hat f bei x ein isoliertes lokales Minimum (bzw. Maximum).

Bemerkung Sei A € Mat(n, n; R) eine symmetrische reelle n X n-Matrix. Dann gibt
es eine Orthonormalbasis vy, ...,v, € R" aus Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten
As, ..., Ay € R Stellen wir einen Vektor & € R" beziiglich dieser Basis dar als

E = Elvl + ---Envn
so folgt
(&, ALY = (E101 + o+ Enly MENDL + o+ AyEy0) = )| NG
=1
Daran sieht man, dass A genau dann

e positiv definit ist, wenn A4, ..., A, > 0

negativ definit ist, wenn A4, ..., A, <0

positiv semidefinit ist, wenn A4, ..., A, = 0

negativ semidefinit ist, wenn Aq,...,A, <0

indefinit ist, falls es einen positiven und negativen Eigenwert gibt

Satz 4.19 (Hurwitz) Sei A € Mat(n,n;R) eine reelle symmetrische Matrix. Dann
ist A genau dann positiv definit, wenn gilt:
air ... Ak
Die Determinanten det| : . |sind fiirk = 1, ..., n alle positiv. Da A genau
arr ... Aik
dann negativ definit ist, wenn —A positiv ist, folgt sofort:
A ist genau dann negativ definit wenn die Determinanten positiv sind fiir gerade k
und negativ fiir ungerade.

a1 ... —d1k air ... A1k
det| : : = (-1)* det

g1 ... —Opk a1 ... ik
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Warnung Ersetzt man ,definit” durch ,semidefinit” in diesem Satz, so gilt nur noch
die ,=" Richtung.

4.1.6 Banachscher Fixpunktsatz, implizite Funktionen, Um-
kehrsatz

Definition 4.18 Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Riumen heifst
Lipschitz-stetig, falls es eine Konstante C € R gibt mit d,(f(x), f(y)) < C - d(x, y)
fiir alle x, y € X, wobei d,,d, die Abstandsfunktionen auf X bzw. Y bezeichnet. Eine
Abbildung heifit kontrahierend oder Kontraktion, falls die obige Bedingung fiir ein
C < 1erfiillt ist.

Satz 4.20 (Banachscher Fixpunktsatz, Kontraktionsprinzip) Sei X ein vollstindi-
ger metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion. Sei xy € X beliebig als Start-
wert und die Folge (x,)nen induktiv definiert durch x,.1 := f(x,) Vn € IN. Dann hat
f genau einen Fixpunkt, das heifSt es gibt genau ein x € X mit f(x) = x und die Folge
x, konvergiert gegen x.

Implizit definierte Funktionen Unter einer implizit definierten Funktion ver-
steht man eine Abbildung, die nicht durch eine explizite Abbildungsvorschrift, wie

2
zum Beispiel f(x) = 3x*+5, y(t) = (

cos ), ... gegeben ist, sondern durch Gleichun-

gen, wie zum Beispiel:
f(x)arctan(f(x) +x) = x> +x, f(x)* +x° =1, ...

Satz 4.21 (Uber implizite Funktionen) Seien U, C R¥ und U, € R™ offene Men-
gen und
F:U xU,— R™
(x,y) = F(x, y)

eine stetig differenzierbare Abbildung. Sei (a, b) € Uy XU, ein Punkt, sodass F(a, b) = 0
und die m X m-Matrix g—l;(a, b) invertierbar ist. Dann gibt es offene Umgebungen

Vi € Uy von a und Vo, C U, von b und eine stetig differenzierbare Abbildung
g : Vi = Vy, sodass gilt:

1. F(x,g(x)) =0V¥xeV;
2. Ist (x,y) € Vi X V, ein Punkt mit F(x, y) = 0, so folgt y = g(x).

Satz 4.22 (Umkehrsatz) Sei U C R" offen und f : U — R" eine stetig differenzier-
bare Abbildung. Seia € U, b := f(a). Die Jacobi-Matrix D f(a) sei invertierbar. Dann
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gibt es offene Umgebungen U, von a und U, von b, so dass f die Mengen U, bijektiv
auf U, abbildet und so, dass die Umkehrabbildung

8= (fu) " - Uy

stetig differenzierbar ist.

Satz 4.23 Sei U C R" offen, f : U — R eine stetig differenzierbare Funktion und
M:={xel] f(x)=0}

die Nullstellenmenge von f. Sei a € M ein Punkt mit Vf(a) # 0. Weiter sei h :
U — R eine stetig differenzierbare Funktion, die im Punkt a ein lokales Maximum
(bzw. Minimum) unter der Nebenbedingung f = O besitze, das heifit es existiert eine
Umgebung V € U mit h(a) > h(x) (< h(x)) fiir alle x € M N'V. Dann existiert ein
A € R, so dass gilt:

Vh(a) = AV f(a)

Man nennt A den Lagrangeschen-Mulitplikator.

4.1.7 Parameterabhingige Integrale und Variationsrechnung

Satz 4.24 Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, U C R" eine beliebige Teilmenge

und f : [a,b] X U — R eine stetige Funktion. Fiir y € U sei @(y) = fgb f(x, y)dx.
Dann ist die dadurch definierte Funktion ¢ : U — R stetig.

Satz 4.25 Seien 1, | kompakte Intervalle und f : I X | — R eine stetige Funktion, die
nach der zweiten Variablen stetig partiell differenzierbar ist. Fiir y € | definiere

o(y) = f Fx, y)dx

Dann ist die Funktion ¢ : | — R stetig differenzierbar und es gilt:

dp . (If
L= f oy

Satz 4.26 Sei U C IR" eine offene Teilmenge, die sternformig beziiglich eines Punktes
a € U ist, das heifst fiir jedes x € U liegt die Strecke zwischen a,x in U (also
a+tx —a) € U fiirallet € [0,1]). Sei v = (vy,..,v,) : U — R" ein stetig
differenzierbares Vektorfeld fiir das Dyv;(x) = D;vi(x) fiir alle x € U,i,j = 1,...n gilt.
Dann ist die durch

n 1
= i —a))dt(x; — a;
£(x) ; j; i@ + t(x — a))dt(x; — a;)

definierte Funktion stetig differenzierbar und es gilt:

Vfx) =o(x), Vxe U
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Doppel- und mehrfache Integrale Seien [a,b] C R, [c,d] C R zwei kompakte
Intervalle und f : [a,b] X [c,d] — R eine stetige Funktion. Nach Satz (4.24) ist die
Funktion

b
F) = [ s

stetig auf [c,d]. Daher existiert das Doppelintegral

fc F(y)dy = f f flx, y)dx)dy

Man konnte f aber zuerst beziiglich y und dann beziiglich x integrieren. Der folgende
Satz zeigt, dass sich dabei der selbe Wert ergibt.

Satz 4.27 Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

f (f ' e iy = | K | ' o i

Satz 4.28 Seien a,b,c,d € R mit a < b und sei
§ = {p € C*([a,b]) | p(a) = ¢, p(b) =

L:[a,b] x RX R — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und S(p) :=

fab L(t, p(t), @' (t))dt. Falls S(p) = inf{S(Y) | Y € F} fiir ein ¢ € § gilt, dann erfiillt ¢
die Eulersche Differentialgleichung:

d oL L
dt ap 5, LM, ¢’ (1) - y(t,q?(t),(p’(t)):o

Fiiralle t € [a, b].

4.2 Gewohnlliche Differentialgleichungen

4.2.1 Existenz und Eindeutigkeitssatz

Definition 4.19 Sei U eine Teilmenge von R X R" und f : U — R",(x,y)
f(x,y), y = (y1, ..., yn) eine stetige Abbildung. Dann nennt man

¥ = fx,y)

ein System von (gewohnlichen) Differentialgleichungen erster Ordnung, falls
n = 1. Unter einer Losung versteht man eine auf einem Intervall I C R definierte
differenzierbare Funktion ¢ : 1 — R", so dass der Graph von ¢ in U enthalten ist, das
heifst

[, =1{(x,y) e IXR" |y = p(x)}
und so dass ¢’ (x) = f(x, @(x)) fiir alle x € I gilt.
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Definition 4.20 Sei U € R X R" und f : U — R" eine Funktion. Man sagt f
geniige in U einer Lipschitz-Bedingung mit der Lipschitz-Konstante L, wenn fiir
alle (x,y), (x, i) € U gilt:

1 y) = fC, DI < Lily = 7l

Satz 4.29 (Eindeutigkeitssatz) Sei U C R X R" und f : U — R" eine stetige
Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Seien ¢, : I — R" zwei
Losungen der Differentialgleichung

¥ =flxy)

auf dem Intervall I C R. Gilt dann @(xo) = P(x) fiir ein xy € I so folgt p(x) = P(x)
fiir alle x € L.

Satz 4.30 (Existenzsatz von Picard-Lindelof) Sei U C RXR" offenund f : U —
IR" eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann gibt es zu
jeden (a,c) € U ein € > 0 und eine Losung

p:la—ca+e] >R
der Differentialgleichung y' = f(x, y) mit der Anfangsbedingung @(a) = c.
Definition 4.21 Sei U C R X R" und f : U — R eine stetige Funktion. Dann heifst

v = fo,y, Y,y )

eine (gewohnliche) Differentialgleichung n-ter Ordnung. Unter einer Losung ver-
steht man eine n-mal differenzierbare Funktion ¢ : I — R definiert auf einem reellen
Intervall 1, so dass der Graph von ¢ in U enthalten ist und

" = fx, 9(x), @' (x), .., "7 (x))
fiir alle x € I gilt.

4.2.2 Elementare Losungsmethoden
Lineare Differentialgleichungen

Definition 4.22 Sei I ein reelles Intervall und seien a,b : I — IR stetige Funktionen.
Dann nennt man

Yy =a(x)y + b(x)

eine lineare Differentialgleichung und zwar homogen, falls b = 0, sonst inhomogen.
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Satz 4.31 Sei I ein reelles Intervall und sei a : I — IR eine stetige Funktion. Sei
xo € I und ¢ € R. Dann gibt es genau eine Losung ¢ der Linearen homogenen
Differentialgleichung

y =a(x)y
mit @(xo) = ¢, nimlich

px)=c- exp(f a(t)dt)

Satz 4.32 Sei I C R ein Intervall und seien a,b : I — R stetige Funktionen. Dann
gibt es zu einem beliebigen xo € I und c € R genau eine Losung 1 : I — R der
Differentialgleichung:
Y = a(x)y +bx)
die der Anfangsbedingung (xo) = c geniigt, namlich
" b(h)

P(x) = pr)(c + f 2

wwaw@=amﬁmmmst

Exakte Differentialgleichungen und integrierende Faktoren

Definition 4.23 Sei U C R X R und seien f, g : U — R Funktionen. Die Differenti-
algleichung

fy) + 8t yy =0
heift exaket, falls es eine partiell differenzierbare Funktion h : U — R, (x, y) +— h(x, y)
gibt, so dass f(x,y) = L(x, y) und g(x, y) = %(x’ y) fiir alle (x, y) € U gilt.

Bemerkung Die obige Differentialgleichung f + gy’ = 0 wird oft
fdx+gdy =0
geschrieben.

Korollar 4.6 Mit Bezeichnungen wie in Definition 4.23 gilt: Ist U € RXIR sternformig
und sind f, g stetig differenzierbar, so ist die Differentialgleichung

f+8y' =0
exakt genau dann, wenn z—f;(x, y) = g—f(x, y) fiir alle (x, y) € U kurz f, = g, gilt.
Definition 4.24 Mit den Bezeichnungen wie in Definition 4.23. Eine Uberall auf U
von Null verschiedenen Funktion pu : U — R heifit integrierender Faktor (auch

Eulerscher Multiplikator) fiir Differentialgleichungen f + gy’ = 0, wenn die dann
dquivalente Differentialgleichungen uf + ugy’ = 0 exakt ist, wenn also

(f)y = pyf + 1fy = e + 1gx = (U
gilt.
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4.2.3 Lineare Differentialgleichungen

air ... dn

Definition 4.25 Seil C Rein IntervallundseiA=| : .. : |,I — Mat(n,n;R)

Ayl ... Aup
eine stetige Abbildung, das heifst alle Funktionen a;; sind stetig. Dann heifst y' = A(x)y

by
ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem. Sei weiterb=| : |:1—

by
R" eine stetige Abbildung. Dann heifSt

y = Alx) +b()
ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem.

Satz 4.33 Seil C R ein offenes Intervall und seien A : I — Mat(n,n;K),b: I — K"
stetige Abbildungen. Dann gibt es zu jedem xo € I und c € K" genau eine Losung
@1 - K"y = A(x)y + b(x) mit der Anfangsbedingung ¢(xo) = c.

Satz 4.34 Seil C Rein Intervallund A : I — Mat(n, n; K) stetig. Wir bezeichnen mit
Ly die Menge der Losungen ¢ : 1 — K" der homogenen lineare Differentialgleichung:

y = A(x)y

Dann ist Ly ein Vektorraum der Dimension n iiber K. Fiir ein k-Tupel ¢, ..., o, k < n
von Losungen sind folgende Aussagen dquivalent:

1. @1, ...,k sind als Funktionen linear unabhingig iiber K.

2. Es existiert ein xo € I, so dass die Vektoren @i(xo), ..., pr(x0) € K" linear
unabhiingig iiber K sind.

3. Fiir jedes xq € I sind die Vektoren @1(x), ...px(xo) € K" linear unabhingig.
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5.1 Einfiihrung in die komplexe Analysis

51.1 Die komplexen Zahlen

Definition 5.1 (Kérper C, Definition nach Hamilton) Bezeichne mit C die Menge
aller geordneten, reellen Zahlenpaare (a,b), versehen mit den beiden Operationen

+:(a,b)+(c,d) := (a+c,b+4d),
-:(a,b)-(c,d) = (ac—Dbd,bc+ ad).

(C, +, ) ist ein Korper, genannt der Kérper der komplexen Zahlen.

Definition und Bemerkung

1. Unter dem (Absolut-)Betrag einer komplexen Zahl z = x + iy verstehen wir

|lz| = +/x% + y2. Der Betrag |z| ist somit der euklidische Abstand des Punktes
z = (x, y) vom Ursprung (0, 0). Elementare Eigenschaften sind:

|2z| = |zII2],
Iz +Z| < |z + 2.
Es gilt noch zusitzlich:
llzl = 12l < lz + 2] < |z| + [2],
Fiir alle Gleichungen gilt: Vz,Z € C.

2. Die Zahl z := x — iy heifit die zu z = x + iy konjugiert komplexe Zahl. Man
sieht sofort:
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AufSerdem definiert die Abbildung z + z einem Homomorphismus auf dem
Ring (C, +,-), denn

Z+% = Z+%,
z-Z2 = z-2, z,2€C
Weiter gilt:
z=1z

Mit der Identitiit zz = |z, (z € C) kénnen wir die Division zweier komplexer
Zahlen z,Z € C auf elegante Art darstellen:

z_Z_2
Z oz 12
Insbesondere gilt somit:
1 3
7l=2=Z2 vzeC\o)
z |z

3. Anstatt der Angabe von Real- und Imaginiirteil (x, y) konnen wir eine komplexe
Zahl auch in Polarkoordinaten darstellen. Mit r := |z| und x = rcos@,y =
rsin @ ist

z=x+1y =r(cos @ + isin @) = |z|(cos ¢ +isin ).
Dabei ist das Argument ¢ von z nur bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von

21 bestimmt. Durch Einschrinkung auf den Hauptwert 0 < ¢ < 27t wird die
Polardarstellung fiir alle Zahlen z € C\{0} eindeutig.

Die Multiplikation zweier Zahlen z und w ist in Polardarstellung besonders
einfach. Mit z = |z|(cos ¢ + isin ¢) und w = |w|(cos Y + isin ) erhilt man

zZw

|zl|w|(cos ¢ cos ¢ — sin @ sin Y + i(cos @ sin Y + cos Y sin @))
|z||lw|(cos(p + ) + isin(p + 1)).

Speziell gilt die Formel von de Moivre

z" = |z|"(cos(ngp) + isin(ng)).

C als metrischer Raum Beziiglich der durch den Abstand | - | induzierten Metrik
d(z1,22) = |z1 — 22| in C ist (C,d) ein metrischer Raum. Es gelten also fiir alle
Z1,22,23 € C:
d(z1,22) =0 & z1 =12
d(z1,22) = d(z2,21)
d(z1,z3) < d(z1,22) +d(z2,23)

Somit konnen wir simtliche Begriffe des metrischen Raumes auch im Raum der kom-
plexen Zahlen verstehen.
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Definition 5.2 Wir definieren die Offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt z, Radius r.
B(z,r) =B,(z) ={CeC:|C—2z| <1}

und setzen speziell IE := B(0, 1).

Definition 5.3

1. U C C heifit offen, falls zu jedem z € U ein Radius r > 0 existiert, so dass
B(z,r) c U gilt.

2. A C C heifit abgeschlossen, wenn das Komplement CA = C\A offen ist.

3. Zu X C C setzen wir:
X = Uycx U = Vereiniqung aller offenen Teilmengen von X - Inneres von X.
X = (Naox A = Durchschnitt aller abgeschlossenen Obermengen von X - Ab-

schluss von X.
0X = X\X = Der Rand von X.

Definition 5.4

1. Eine Folge (z,)nen in C konvergiert gegen z € C, falls gilt: Zu jedem ¢ > 0
existiert N = N(e) € IN, so dass |z, — z| < ¢ fiir alle n > N erfiillt ist.
Schreibweise:

z = lim z,, oder z, "0

n—oo

2. Eine Folge (z,,)nen heifst Cauchy-Folge, falls gilt: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein
N = N(¢) € N, so dass |z, — z,| < € fiir allem,n > N.

Definition 5.5

1. Ein metrischer Raum X heif$t zusammenhdngend, falls gilt: Sind A, B nichtleer,
offen in X mit AUB = X, soist ANB # 0.

2. Eine beliebige Teilmenge Z C C heif$t zusammenhdngend, falls Z als metrischer
Raum, versehen mit der induzierten Metrik, zusammenhingend ist.

Satz 5.1 Sei G offen in C. Dann gilt: G ist zusammenhiingend < Va,b € G existiert
ein Streckenzug S C G, der a mit b verbindet.

Definition 5.6 Eine nichtleere, offene, zusammenhingende Teilmenge G C C heifst
Gebiet.

Definition 5.7 Eine Teilmenge D eines metrischen Raumes X heifst Zusammen-
hangskomponente von X falls gilt:

1. D ist zusammenhingend.
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2. D ¢ B C X, B zusammenhiingend = D = B (d.h. D ist maximal!)

Definition 5.8 Eine Teilmenge K C X eines metrischer Raumes X heifit kompakt,
wenn es zu jeder offenen Uberdeckung (U;)ie; von K eine endliche Teiliiberdeckung
(Uj)jej, ] € 1endlich, existiert.

Satz 5.2 (Bolzano-Weierstrafs) K C X ist genau dann kompakt, wenn jede Folge
(xn), in K eine in K konvergente Teilfolge besitzt.

Satz 5.3 (Heine-Borel) K C C (oder R") ist genau dann kompakt, wenn K abge-
schlossen und beschrinkt ist.

Da C ein metrischer Raum mit einer Metrik (d(z1,z,) = |z1 — z3|) ist, konnen wir die
Begriffe Stetigkeit und gleichmiifige Stetigkeit von Funktionen f : C > D — C ganz
einfach wie im metrischen Raum definieren:

Im Folgenden sei D C C beliebig, f : D — C komplexwertige Funktion und z, € D.

Definition 5.9

1. f heifit stetig in zo € D, falls zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass
|f(z) = f(z0)| < € fiir alle z € D mit |z — zo| < 0 gilt.

2. f heif$t gleichmiifSig stetig auf D, falls zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 existiert, so
dass |f(z1) — f(z2)| < € fiir alle z1,z, € D und |z — z,| < 6 gilt.

Satz 5.4 Ist D C C kompakt und f : D — C stetig, so ist f gleichmiifSig stetig.

Definition 5.10 Sei D C C beliebig, f, : D — C eine Folge von Funktionen auf D
und f: D — C.

1. (fu) heifst punktweise konvergent mit Grenzfunktion f, falls fiir jeden Punkt
zo € D gilt: Fiir alle € > 0 existiert ein N € IN, so dass |f,(z0) — f(z0)| < € fiir
allen > N gilt.

2. (fn) heifit gleichmdifig konvergent mit Grenzfunktion f, falls zu jedem ¢ > 0
ein N € N existiert, so dass |f,(z) — f(z)| < ¢ fiir allen > N und fiir alle z € D.

3. Sei U C C offen (fy), : U — C eine Funktionenfolge: (f,) konvergiert lokal
gleichmiif$ig (oder kompakt) gegen f : U — C, falls (f,) auf jeder kompakten
Teilmenge K C U gleichmiifSig konvergiert.

Satz 5.5 Die Grenzfunktion f einer lokal gleichmiifSig konvergenten Folge ( f,) stetiger
Funktionen f, : U — C ist stetig.

Definition 5.11 Eine Reihe Y ;2 fx, fc : D — C konvergiert gleichmiif3ig (lokal
gleichmiif$ig) wenn die Folge der Partialsummen (s,), Sy = Y.i—o fx gleichmiifSig (lokal
gleichmiif$ig) konvergiert.
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Satz 5.6 (Majorantenkriterium von Weierstraf8) Sei (f), fx : D — C eine Funk-
tionenfolge, (M) eine Folge positiver Zahlen mit der Eigenschaft |fi(z)] < My, Vz €
D,Vk € N. Konvergiert die Reihe ) -, My, so konvergiert die Reihe Y;_ fx absolut
und gleichmiif3ig.

Definition 5.12 (normale Konvergenz) Eine Reihe Y ;. fi von Funktionen fi :
U — C (U offen in C) heifit normal konvergent, wenn die Reihe auf jeder kom-
pakten Teilmenge K C U eine konvergente Majorante besitzt.

Satz 5.7 (Kriterium von Weierstraf3) Normale Konvergenz = kompakte (lokal gleichmiif3i-
ge) Konvergenz.

Bemerkung Die Umkehrung " <" ist falsch.

5.1.2 Holomorphe Funktionen

Definition 5.13 (komplexe Differenzierbarkeit) f : U — C,U C C offen, heifst in
zo € U (komplex) differenzierbar, wenn der Grenzwert

F(z0) = lim L2 =S @)

zZ—2Z Z—2p

existiert. (Schreibweise oft: %(zo) statt f'(zp)). Ist f : U — C in jedem Punkt zo € U
(U offen in C) komplex differenzierbar, so heifit f holomorphe Funktion.

Bemerkung Offenbar ist die Multiplikationsstruktur in C "verantwortlich” fiir die
”Stiirke” des Begriffes "holomorph”. Im R? (z = (x, ), z aufgefasst als Punkt im R?)
konnen wir den Differenzenquotient wie in Definition 5.13 gar nicht hinschreiben!

Satz 5.8 (Charakterisierung komplexer Differenzierbarkeit) Sei U C C,z, € U.
Dann gilt f : U — Cist in zo komplex differenzierbar, genau dann wenn ¢ : U — C
stetig in zo mit f(z) — f(z0) = (z — z0)p(z) Vz € U.

Satz 5.9 (Kettenregel) Seien f : U — C,g:V — C, U,V offen in C und g(V) c U.
Seien weiter f, g holomorph:

fog:V—=C,zm f(g(2)

ist holomorph und es gilt:
(fog) =(f o8y
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Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Ist f komplex differenzierbar in z € U, so existieren auch die partiellen Ableitungen
von u = Rf und v = Jf im Punkt z und es gelten die Cauchy-Riemannschen

Differentialgleichungen:

u Jdu
5 z) = @(Z),

u du
8_y(z) = —a(z)

Folgerung1 Ist f = u+iv, U — C holomorph, so sind Realteil u und Imagindrteil
v harmonisch auf U, das heif$t sie erfiillen die Laplace-Gleichung Au = 0, Av = 0 auf
u.

Folgerung 2 Sei U C C offen und zusammenhiingend (also Gebiet), f : U — C
holomorph. Dann gilt:
f"=0& f = const

Satz5.10 Sei U C C offen, f : U — C,zy € U dquivalent sind die folgenden
Aussagen:

1. fist in zg komplex differenzierbar

2. f ist in zq reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen:

du dv, . du Jdv
> = 8_y(z)’ 8_]/(2) =50
Die komplexe Exponentialfunktion

Erinnerung Exponentialfunktion auf R. Die Funktion exp : R — R, x + e* hat
folgende Eigenschaften:

1. exp ist die eindeutige Losung des Anfangswertproblems y' =y, y(0) = 1.
2. exp geniigt der Funktionalgleichung: f(x1 + x2) = f(x1)f(x2)Vx1, %, € R.
3. exp besitzt die auf R konvergente Taylorentwicklung
x Lk
x
exp(x) = Z H,x e R
k=0

(vgl. mit Definition 3.89, Analysis 1)
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Definition 5.14 Die komplexe Exponentialfunktion ist definiert als exp : C —
C,z - e :=¢*(cosy +isiny),z = x + iy. Dann gelten folgende Eigenschaften:

e z — ¢ ist holomorph auf C.
o ¢ stimmt auf R mit der reellen Exponentialfunktion iiberein.
o |¢?| = eR2 > 0 = ¢7 besitzt in C keine Nullstellen.
AufSerdem sind die 3 urspriinglichen Eigenschaften erhalten:
1. %ez =¢,e' =1
2. et = efe2 7, 2, € C
3. ¢ = Z;Zo% konvergiert auf ganz C absolut, gleichmifig fiir alle kompakt
Teilmengen U C C (also normal konvergent)
Bemerkungen
1. exp : C — C ist periodisch. Es gilt: &t = ¢*, Yz € C, k € Z.

2. Mit Hilfe der Exponentialfunktion konnen wir Sinus und Kosinus definieren:
CoSZ = 1((3"Z +e7%),sinz := ! (€% — ™)
T2 T 2

Damit sind sin z, cos z holomorph auf C und sie stimmen auf R mit sinx und
cos x iiberein.

3. Beachte: cos z,sin z sind auf C nicht beschriinkt!
Es gilt fiir y € R:

cos(iy) = %(e_y + e¥) = cosh y, sin(iy) = %(e‘y —e¥) =isinhy

Weiter
e“ =cosz+isinz,e? =cosp +ising, Vo € R

Dies ist die Formel von Euler.
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5.1.3 Komplexe Integration
Definition 5.15

1. Unter einem parametrisierten Weg in C versteht man eine stetige Abbilung
y : [a,b] — C (hiufig bezeichnet mit z = z(t)), a < t < b. y heifit stetig diffe-
renzierbar parametrisierter Weg, falls Ry (t) und 3y(t) stetig differenzierbar
sind.

2. Zwei stetig differenzierbar parametrisierte Wege y1 : [a,b] — C,y, : [c,d] = C
heiflen dquivalent, falls es eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion ¢ :
[c,d] — [a,b] gibt mit ¢’ > 0 und y, = y1 0 ¢.

3. Ein stetig differenzierbarer Weg ist eine Aquivalenzklasse stetig differenzier-
barer Wege.

4. Zu einem stetig differenzierbaren Weg W, parametrisiert durch y(t),a <t <b
heifit y(a) Anfangspunkt und y(b) Endpunkt.
lw| = {y(t) : a <t < b} heifit Triger von W. W heifit geschlossen falls
Anfangspunkt gleich dem Endpunkt ist.

5. Ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg W ist ein n-Tupel stetig diffe-
renzierbarer Wege Wi(k — 1, ..., n) mit Endpunkt wy, =Anfangspunkt Wi, (k =
1,..,n-1).

Definition 5.16 Sei W stetig differenzierbarer Weg, parametrisiert durch y(t) =
z(t) = x(t) + iy(t), f : IW| — C eine stetige Funktion. Wir definieren das kom-
plexe Kurvenintegral von f lings des Weges W durch

b
I:= fa fy@®)y®dt = fw f(2)dz

a,b als Anfangs-bzw. Endpunkt des Weges, y(t) = % + i%.

Satz 5.11 Sei U C C offen, f, : U — C eine Folge stetiger Funktionen, die lokal
gleichmiif$ig gegen eine (stetige) Funktion f konvergiert, und W ein stiickweise stetiger

Weg in U. Dann gilt
lim f fudz = f fdz
e Jw w

Erinnerung Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

1. Jede stetige reelle Funktion f : [a,b] — R besitzt eine Stammfunktion F, das
heifSt es gilt F : [a, b] — R ist differenzierbar und es gilt F' = f.
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2. Ist F Stammfunktion der stetigen Funktion f, so gilt
b
f f(x)dx = F(b) - F(a)

(vgl. mit Kapitel 3.6.2, Analysis 1)

Definition 5.17 Sei U C C offen, f : U — C. Die Funktion F : U — C heifst
Stammfunktion zu f, falls F in jedem Punkt z € U komplex differenzierbar ist (also
F holomorph auf U) und

F(z)=f(z) Vze U

gQilt.

Satz 5.12 Sei U C C offen, f : U — C stetig und W ein stiickweise differenzierbarer
Weg in U mit Anfangspunkt zy und Endpunkt z,. Besitzt f auf U eine Stammfunktion
F:U— C,sogilt:

f F(2)dz = F(z1) — F(zo)
W

ﬁvf(z)dz =0

fiir jeden geschlossenen Weg W in U.

Insbesondere folgt damit:

Bemerkung Lokal, das heift auf jeder Kreisscheibe besitzt jede holomorphe Funktion
eine Stammfunktion! Eng verwandt mit dieser Aussage ist der Cauchy-Integralsatz,
den wir uns im folgenden iiberlegen wollen.

Satz 5.13 (Satz von Gaufd) Sei U C C = R? offen, W = (u,v) ein stetig differen-
zierbares Vektorfeld auf U und G ein glatt (bzw. stiickweise glatt) berandetes Gebiet

mit G c U. Dann gilt:
f divwdxdy = f (w, u)ds
G oG

Mit n, der iufSeren Einheitsnormalen und dem Vektorfeld G.

Definition 5.18 Ein Gebiet G heifst positiv berandet, falls G stets links von I = dG
liegt. Exakt formuliert: Fiir jede Randkomponente I';,(j = 1,...n) gilt: Ist yi(t) eine
Parametrisierung des geschlossenen Weges I';, so existiert zu jedem t, € [0,1] ein
69 > 0 mit folgenden Eigenschaften: Ist nj(to) := iy (to) der Normalenvektor im Punkt
to, dann gilt: Fiir alle 0 < A < &g : y(to) + Anj(to) € G, yi(to) — Anj(ty) # G.



KAPITEL 5. ANALYSIS 3 49

Satz 5.14 (Cauchy’scher Integralsatz) Sei U C C offen, f : U — C holomorph
und G mit G C U ein positiv berandetes Gebiet mit (orientiertem) stiickweise glatten

Rand T'. Dann gilt:
f f(z)dz =
r

Satz 5.15 (Cauchy’sche Integralformel) Unter Vorraussetzung des Cauchy’schen
Integralsatzes gilt
f(&)

f(z)— o jdevzeG

Korollar 5.1 Unter der obigen Vorraussetzung gilt fiir die n-te Ableitung von f die
Formel

n f(&)
( (z) = — o f(é )n+1d§,\7’z eG

Aus dem Cauchy-Integralsatz und der Integralformel ergeben sich direkt einige Kon-
sequenzen fiir holomorphe Funktionen.

Satz 5.16 (Cauchy’sche Abschiitzung) Ist f auf U holomorph und beschriinkt, das
heifdt |f(z)| < M, Vz € U, so gilt fiir die n-te Ableitung f™:

nl
(n) _ _
If" (@)l < dist(z 8U)”M dist(z, dU) = 1nf |& —z]

Satz 5.17 (Liouville) Jede auf ganz C definierte holomorphe und beschriinkte Funk-
tion ist konstant!

Satz 5.18 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom n-ten Grades (n > 1) mit
P(z) = ap+a1z+...+a,z", (a, # 0) mit Koeffizienten ay, ..., a, € C besitzt eine komplexe
Nullstelle.

Korollar 5.2 Jedes Polynom n-ter Ordnung (n > 1) mit P(z) = ap+a1z+...+a,z", (a; €
C,a, # 0) besitzt in C genau n Nullstellen (mit Vielfachheiten), das heifst es lifst sich
wie folgt faktorisieren:

P)=a,z—z1)(z—22) ... - (2= 2,), Z1,..,2, €C

5.1.4 Analytische Funktionen

Satz 5.19 (Konvergenzverhalten von Potenzreihen) Fiir jede Potenzreihe Y ;- ar(z—
zo)* gilt entweder:

1. Sie konvergiert auf ganz C absolut und gleichmif$ig auf allen Teilmengen.
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2. Es gibt eine Kreisscheibe B(z, R) mit 0 < R < oo so dass gilt: Die Potenzreihe
konvergiert auf B(zo, R) absolut und lokal gleichmiifSig und sie diviergiert auf

dem Komplement der abgeschlossenen Kreisscheibe CB(z, R).
3. Die Potenzreihe konvergiert nur in z = z.

Definition 5.19 R heifit Konvergenzradius der Potenzreihe im Fall 1 : R = oo, im
Fall3:R =0.

Satz 5.20 (Quotientenkriterium) Sei ) -, ar(z — zo)* eine Potenzreihe mit Konver-
genzradius R. Es sei ay # O fiir fast alle k € IN. Dann gilt limy_,c inf% <R<

limy,o sUp % Insbesondere gilt

. a
R = lim 2
k—co |Ajs1]

sofern der Limes existiert.

Satz 5.21 Besitzt die Reihe Y 5o ax(z — zo)* einen positiven Konvergenzradius R, so
definiert sie auf dem offenen Konvergenzradius B(zy, R) eine holomorphe Funktion f;
Zudem gilt:

1. Die n-te Ableitung f™ wird dargestellt durch die Potenzreihe
Z k(k—=1)...(k = n + Dag(z — zo)*™"
k=1

Ihr Radius ist ebenfalls R.
2. Die Reihe Y7 w5 (z — z)** besitzt ebenfalls Radius R und ist auf B(zo, R) eine

k+1
Stammfunktion von f.

Satz 5.22 (Weierstraf3) Sei (fi) eine Folge holomorpher Funktionen auf der offenen
Menge U C C, die lokal gleichmiifSig (also kompakt) gegen eine Grenzfunktion f :
U — C konvergiert, dann ist auch f holomorph.

Die Logarithmus-Funktion

Erinnerung Fiir positive Zahlen a ist loga = Ina wohldefiniert. Nehmen wir nun
eine Komplexe Zahl a € C\{0}, so ist b = Ina nicht mehr eindeutig, denn mit a = |ale’
und der Definition

loga =logla| +ip + k2ni,k € Z
gilt:

eloga — elog lal+ip+k2mi _ |11|€l(p 62711 =a

1
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Definition 5.20 Sei G C C\{0} ein Gebiet. Die Funktion g : G — C heif$t Zweig des
Logarithmus (bzw. Logarithmusfunktion), wenn gilt:

1. gist stetig

2. Fiirallez € G gilt: e8®) = z

Satz 5.23 Sei G C C\{0} ein Gebiet, g : G — C ein Zweig des Logarithmus. Dann
ist g holomorph und es gilt

9 (z) = %, VzeG

Mit g ist auch § := g+2mik, k € Z ein Zweig des Logarithmus. Zwei beliebige Zweige
des Logarithmus unterscheiden sich nur um ein ganzzahliges Vielfaches von 2mi.

Lemma 5.1 (Umkehrsatz in C) Seien U,V C C offen, f : U — C holomorph, g :
V — C stetig mit g(V) C U. Ferner sei f(g(w)) = w Yw € V und f'(z) # 0 Vz € U.
Dann ist auch g holomorph und fiir allew € V gilt:

1
f(g(w))

g (w) =

Taylorentwicklung

Definition 5.21 Sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heifit analytisch, wenn
zu jedem Punkt zg € U eine Potenzreihe Y- ax(z — zo)* mit positiven Konvergenzra-
dius existiert, so dass in einer Umgebung von z, die Potenzreihe mit der Funktion f
iibereinstimmt.

Satz 5.24 (Taylor-Entwicklung) Sei U C C offen, f : U — C holomorph. Sei
zo € U beliebig und ¢ = dist(zg, dU) der Abstand von zy zum Rand von U. Dann
konvergiert die Potenzreihe gegen

. £(k)
Z f (,ZO) (z - Zo)k
k=0 )

k

(Taylorreihe) in jedem Punkt z € B(z, 0) und stellt die Funktion f dar, das heifst es
Qilt

- fY(z0)

f@=) (@ =20, Yz € B(z,0)
k=0

Satz 5.25 Ist f : G = C,G C C Gebiet holomorph und besitzt f eine Nullstelle im

Punkt zy € G so gilt folgende Alternative: Entweder ist f = 0 oder es existiert ein

n €N, sodass f®(zp) = 0 fiirk =0,...,n — 1 und f®(z,) # 0.
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Definition 5.22 Die Zahl n mit der Eigenschaft aus den obigen Satz heifst Ordnung
der Nullstelle z, von f (% 0). Die Nullstelle heifit einfach, wenn n = 1 ist.

Korollar 5.3 (Zum Satz von Taylor) Eine Funktion f : U — C,U offen in C, ist
genau dann holomorph, wenn sie analytisch ist.

Satz 5.26 (Charakterisierung von Nullstellen) Hat f : G — C holomorph (f #0)
in zq eine Nullstelle der Ordnung n, so gibt es eine holomorphe Funktion f, : G — C
mit f,(zo) # 0 und f(z) = (z — z0)" fu(z0)¥z € G.

Korollar 5.4 (Isoliertheit der Nullstellen) Sei f holomorph in einem Gebiet G C C,
f # 0 mit Nullstelle zy € G. Dann existiert eine Umgebung V C G um z,, welche
aufer z keine Nullstelle von f enthiilt.

Anwendung: Identititssatz Seien f, g auf einem Gebiet G C C holomorph. Gilt
f(z«x) = g(zx) fiir alle Punkte einer Folge {zi} mit Haufungspunkt in G, so muss f = g
sein.

5.1.5 Isolierte Singularitdten - Laurentreihen
Der Riemann’sche Fortsetzungssatz

Definition 5.23 Sei U C C offen, A C U.

1. Ein Punkt a € A heifSt isolierter Punkt von A, wenn es eine Umgebung V .C U
von a gibt mit VN A = {a}.
2. Eine Menge A heifst diskret in U, wenn alle Punkte von A isoliert sind.

3. Eine holomorphe Funktion f : U\A — C,A C U abgeschlossen, heifit holo-
morph in A fortsetzbar, falls es eine holomorphe Funktion f : U — C gibt mit

flua = £

Satz 5.27 (Fortsetzungssatz von Riemann) Sei U C C offen, A C U diskret und
abgeschlossen. Sei f : U\A — C holomorph. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. f ist holomorph nach A fortsetzbar.
2. f ist stetig nach A fortsetzbar.

3. Zu jedem a € A existiert eine Umgebung V C U von a, so dass f auf V\{a}
beschriinkt ist.

4. lim,_,(z —a)f(z) = 0Va € A.

Definition 5.24 Ist f : U\{a} — C,a € U in keiner Umgebung von a beschrinkt
(also nicht holomorph nach a fortsetzbar), so heifSt a isolierte Singularitiit.
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Klassifikation isolierter Singularititen
Definition 5.25 Sei f : U\{a} — C holomorph (U C C offen, a € U)
1. a heifit hebbare Stelle von f, wenn f nach a holomorph fortsetzbar ist

2. a heifit Polstelle von f, wenn gilt lim,_,, |f(z)| = oo. Das heifit zu belieben
n > 0 existiert eine Umgebung V C U von a derart, dass

|f ()] > n,Vz € V\{a}

3. a heifit wesentliche Singularitit von f, wenn a weder hebbar noch Polstelle
ist.

Satz 5.28 (Charakterisierung von Polstellen) Sei Ul C Coffen,a € U, f : U\{a} —
C holomorph. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. aist Polstelle von f

2. Es gibt eine eindeutig bestimmte Zahl n € IN, sowie eine holomorphe Funktion
g : U — Cmit g(a) # 0, derart dass

8(2)
(z—ay’

Definition 5.26 Die eindeutig bestimmte Zahl n aus Satz 5.28 heifst Ordnung des
Pols. Bei n = 1 ist die Polstelle einfach.

f(z) = Vz € U\{a}

Laurent-Reihe

Definition 5.27 Eine Reihe der Form

&) -1 0 &S} 00
Z a(z —zo)* = Z a(z — zo)* + Z iz —zo)* = Z a_(z —z0) " + Z a(z — zo)*
k=—c0 k=—o0 k=0 k=1 k=0

heif3t Laurent-Reihe. Die Reihe Y. ax(z—zo)* heifit Hauptteil und die Potenzreihe
Y oo ax(z — zo)* Nebenteil der Laurent-Reihe. Die Laurent-Reihe heifit konvergent,
falls Haupt- und Nebenteil konvergent sind.

Satz 5.29 (Entwicklungssatz von Laurent) Jede im Kreisring A,r(z),0 < r <
R < oo holomorphe Funktion f ist in A,g(zo) in eine Laurent-Reihe entwickelbar.

[o0]

f(z) = Z ax(z — z0)", z € Ayr(20)

k=—00
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Die Koeffizienten a, k € Z sind eindeutig bestimmt durch die Formel

1 f(&)

" omi c, (&= zo)kt

de

Ay

gegeben. Dabei bezeichnet C, eine Kreislinie mit Mittelpunkt zo und Radius o (r <
0 < R). Zum Beweis benotigen wir den

Satz 5.30 (Cauchy-Integralformel fiir Kreisringe) Ist f holomorph auf dem Gebiet
G C C und ist der abgeschlossene Kreisring Zr,R(zo) ={zeC:r<|z—2z)J <£R},0<
r < R < oo ganz in G enthalten, dann gilt fiir alle z € A,r(z0) (offener Kreisring
r < |z — zo| < R) die Formel:

(oL [ 1O

" 2mi &2

L O]

T ). e-z

de dg,c,={E € C:[E -2 =g}

Satz 5.31 (Charakterisierung isolierter Singularititen) Sei U C C offen, a € U
und f : U\la} — C holomorph. Sei ¢ = dist(a,dU) und Y;>_ . ax(z — a)* die
Laurentreihe von f im Kreisring B(a, 0)\{a} = Ao ,(a). Dann gilt:

—00

1. aist hebbare Stelle © a_, =0 Yk e N
2. aist Polstelle n-ter Ordnung © a_ =0 Yk > n,a, # 0

3. aist wesentliche Singularitit < a_i # 0 fiir unendlich viele k € IN.

Bemerkung Ein wichtiger Unterschied zwischen Potenzreihen und Laurentreihen
ist der, das letztere im Allgemeinen keine Stammfunktion besitzen. Der Grund ist,
dass Laurentreihen den Summand a_,(z — a)~" besitzen. Dies werden wir im niichsten
Kapitel niher untersuchen.

5.1.6 Der Residuensatz
Definition 5.28 Der Koeffizient a_y = 5= fc f(2)dz (mit C, der Kreislinie um a mit
4

27t

B(a, 0) C U) der Laurentreihe ., ax(z—a)* zur Funktion f : U\{a} — C (mit U c C
offen, f holomorph) heifst Residuum von f in a, in Zeichen:

a_; = Res,f

Satz 5.32 (Existenz einer Stammfunktion) Sei f holomorphim Ring A, r(zo). Dann
gilt: f besitzt genau dann eine Stammfunktion F in A,r(zo), wenn der Koeffizient a_
in der Laurententwicklung von f in z, verschwindet.
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Die Umlaufzahl (Indexfunktion)

Definition 5.29 Sei y : [0,1] — C ein geschlossener (stiickweise stetig differenzier-
barer) Weg in C, |y| = y([0, 1]), z € C\|y|. Die Zahl

. 1 dC
ll‘ldy(Z) = 2_7ZZ C —
Y

heifit die Umlaufzahl (bzw. der Index) von y beziiglich z. Die Menge Inty := {z €
C\lyl : ind, (z) # O} heifst Inneres von y, die Menge Exty := {z € C\|y| : ind, (z) =
0} heifit Aufleres von y. Offensichtlich gilt C = Inty U |y| U Exty.

Satz 5.33 Seiy ein beliebiger geschlossener Weg in C. Dann gilt:
1. Fiir jedes C\|y| ist ind, (z) € Z.

2. Die Funktion ind,(z) ist konstant auf jeder Zusammenhangskomponente von
C\|y| und verschwindet auf der unbeschrinkten Komponente von C\|y/.

3. ind_,(z) = —ind, (z) fiir alle z € C\y/.

Satz 5.34 Sei G ein Gebiet f : G — C holomorph und Nullstellenfrei. Sei y ein Weg
in G mit Anfangspunkt zo und Endpunkt z,. Dann gilt:

JHORS
f@) = flaek 0%
Korollar 5.5 Ist f holomorph und nullstellenfrei auf dem Gebiet G und y ein ge-

schlossener Weg in G, so gilt
£ .
dé =2kmi, ke Z
fy f()

Denn nach dem Satz 5.34 ist efv ot — 1,

Definition 5.30

1. Seien y, ..., ym Wege in U C C offen. Wir versehen jeden Weg mit einer ganzen
Zahl (die besagt, wie oft der Weg durchlaufen wird; —y bezeichnet dabei den
entgegengesetzt durchlaufenen Weg). Das System

I' = nyr +ny2+ ... + My YV, N € Z
heif$t Kette.

2. Eine Kette I' = Y ;_; niyx heifit Zyklus (bzw. geschlossene Kette), wenn jeder
Punkt, unter Beriicksichtung der Vielfachheit ny ebenso oft als Anfangspunkt
eines Yy wie als Endpunkt eines yj auftritt.
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Definition 5.31 Ist T = Y ,_, nyyy eine Kette in U, f : U — C eine stetige Funktion,
so setzen wir das Integral lings einer Kette

ﬁf(z)dz = ;‘ i fyk f(z)dz

Insbesondere kinnen wir die Umlaufzahl auf Zyklen ausdehnen. Ist T = Y /L, nyyy ein
Zyklus, so setzen wir indr(z) := 5= i ﬁdé,z e C\|T.
Definition 5.32 Ein Zyklus in einer offenen Menge U C C heifit nullhomolog in U,
wenn fiir jeden Punkt z € CU (Komplement von U) gilt:

il‘ldr(Z) =0
Zwei Zyklen I'y, T, heifSen homolog, falls I'y — I', nullhomolog in U ist.
Satz 5.35 (Cauchy’scher Integralsatz - Allgemeine Form) Sei U C C holomorph,
I" ein in U nullhomologer Zyklus. Dann gilt j; f(z)dz = 0.

Satz 5.36 (Cauchy Integralformel - Allgemeine Form) Unter den Vorraussetzun-
gen des Allgemeinen Cauchy-Integralsatzes gilt fiir jeden Punkt z € U\|I'| und alle
k € IN U {0}:

k!
indr(z) f®(z) = 2—721.‘[“5{(%(15

Der Residuensatz

Satz 5.37 (Residuensatz) Sei U C C offen, zy, ..., z, endlich viele Punkte in U und I
ein nullhomologer Zyklus in U, dessen Triiger |I'| keinen Punkt z;, j = 1,...,n enthiilt.
Dann gilt fiir jede in U\{z1, ..., z,} holomorphe Funktion f:

1 o
o j; f(2)dz = ]Z:i:lndr(zj)Rest f
Satz 5.38 Sei U D H offen, zj € H,j = 1,...,m und f : U\{zy,...,z,} — C eine
holomorphe Funktion derart, dass f_ o:o f(x)dx existiert und lim,_,c, ey 2f(z) = 0 gilt.

Dann folgt
f f(x)dx = ZniZ Res; f
oo =

Satz 5.39 Sei g holomorph auf C, eventuell mit Ausnahme von endlich vielen Punk-
ten, von denen keiner auf der reellen Achse liegt. Ferner sei lim,_,, §(z) = 0. Dann
gilt:
* v g | 21 Y eriResyg(z)é™],  a>0
Iw gx)edx = { —2mi Y, i Res,[g(z)e™], a <0

Mit Cﬁ, der unteren Halbebene.
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5.2 Gewohnliche Differentialrechnung

Bemerkung Aus Analysis 1I kennen wir bereits den Existenz- und Eindeutig-
keitssatz von Picard-Lindelof, der unter der Vorraussetzung, dass die rechte Seite
der Differentialgleichung u' = f(x,u) stetig und beziiglich der zeiten Varaible ei-
ner Lipschitz-Bedingung geniigt, die lokale Existenz einer eindeutigen Losung zum
Anfangswertproblem u(xy) = uy garantiert.

Definition 5.33

1. Ein Anfangswertproblem besteht aus einer Differentialgleichung u®™ = f(x,u, ..

und einem Satz von Anfangsdaten xo € R, 1o,..., M1 € RN u 1 [ —
RN heifit Losung des Anfangswertproblemes, wenn u die Differentialglei-
chung auf I 1ost, xo € I und die Anfangsbedingungen u(xo) = 1o, u’'(xg) =
My - W D(x0) = 0y gelten.

2. Ein Randwertproblem besteht aus einer Differentialgleichung, einem Inter-
vall [a, B] € R und gegebenen Funktionen g, h auf Teilmengen des IR". u heifSt
Losung des Randwertproblemes, wenn u die Differentialgleichung auf [, f]
lost und die Randbedingungen g(u(a), u' (), ..., u™(a)) = 0, h(u(p), ..., u(B)) =
0 erfiillt sind. In sinnvollen Randwertproblemen ist die Ordnung der Differen-

tialgleichungen gerade und n = 5 — 1.

5.2.1 Elementare Losungsmethoden

Satz 5.40 (lineare Differentialgleichungen erster Ordnung) Sei K = RV C,I C
R ein Intervall und a,b : 1 — K stetig. Die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung
y = a(x)y +b(x)

kann durch Integration bestimmt werden. Genauer gilt, dass die allgemeine Losung
durch y(x) = eA®(B(x) + C) gegeben ist, wobei A(x) eine Stammfunktion zu a auf I ist,
B eine Stammfunktion zu e~ ®b(x) auf I ist und C € K. Jedes Anfangswertproblem
Yy =ay+b,y(xo) = yo mit xo € I, yo € Kist eindeutig l6sbar und zwar durch:

y(x) = (e Ay, + B(x) — B(xp)) = e"@[e 1)y, + f ) e AOp(s)ds]

Definition 5.34 Eine quasilineare Differentialgleichung 1. Ordnung (das heifst eine
Differentialgleichung, die in der hochsten auftretenden Ableitung linear ist)

g, y) +hx,y)y =0

heifdt auf D C R? exakt, wenn es eine differenzierbare Funktion ¢ : D — R mit
3—f = gund g—ﬁ = h gibt (¢ heif$t Stammfunktion).

. u(m—l))
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Satz 5.41 (Exakte Differentialgleichungen) Die Losungen einer exakten Differen-
tialgleichung g(x,y) + h(x,v)y’ = 0 auf D C R? sind genau die differenzierbaren
Funktionen y : R O I — R mit dem Graphen von y C D, die einer impliziten Glei-
chung ¢(x, y(x)) = C geniigen, dabei ist ¢ Stammfunktion zu gdx + hdy = 0 auf D
und C € R.

Definition 5.35 Eine Funktion ¢ % 0 aufeinem Gebiet des erweiterten Phasenraumes
einer Differentialgleichung y'™ = f(x,vy, ...,y ) auf RN heifit erstes Integral
der Differentialgleichung, wenn ¢(x, y(x), ..., y" D (x)) bzw. (y(x), ..., y"D(x))
konstant fiir jede Losung y(x) ist. Man nennt dies ¢ dann auch Erhaltungsgréfse.

5.2.2 Lineare Differentialgleichungen und Systeme

Definition 5.36 (Lineare Differentialgleichungen) Eine lineare Differentialglei-
chungen m-ter Ordnung auf einem normierten Raum E iiber KK, mit K = R oder C,
ist eine Differentialgleichung der Form

An() Y™ (x) + Ap1 ()Y (x) + ...+ Ag(x)y(x) = b(x)

auf einem Interval I mit stetigen Koeffizienten A; € C°(F, L(E, E)) (im Fall E = KN sind
das N x N-matrixwertigen Funktionen) und einer stetigen Inhomogenitiit b € C°(I, E).
Ist b = 0, so heifst die Differentialgleichung homogen. Im Fall E = KV spricht man
von einem linearen Differentialgleichungssystem.

Das Polynom p(x, &) = Au(x)E™+...+A1(x)& + Ao (x) mit Koeffizienten in C°(I, L(E, E))
heif$t charakteristisches Polynom der Differentialgleichung oder auch Symbol des
Differentialoperators

d d" d
p(x, E) - Am(x)@ ¥ +A1(x)a + Ao(x)

Lemma 5.2 (Uberlagerungsprinzip)

1. Im homogenen Fall b = 0 sind Linearkombinationen von Losungen wieder
Losungen, das heifst der Losungsraum ist ein Linearer Raum.

2. Iminhomogenen Fall b # 0 ist die Allgemeine Losung die Summe einer beliebigen
speziellen Losung y, der inhomogenen Gleichung und der allgemeinen Lisung
Y der homogenen Gleichung.

3. Sind y1, ...yx Losungen von p(x, L)y; = b; und ¢; € K, so lost y = Y ciy; die

Differentialgleichung p(x, L)y = Y cbi

4. Ist E = ER + iR Komplexifizierung eines reellen Raumes (etwa Er = RN und
E = CN) und sind alle Koeffizienten A;(x) und die rechte Seite b(x) reell, so sind
die reellen Losungen von der DGL in Definition 5.36 genau die Realteile der
komplexen Losungen.
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Definition 5.37 Eine Basis (iiber KK) des Losungsraumes der explizit homogenen
Differentialgleichung

Y+ A, ()Y Y + L+ Ag()y =0
auf I heifit Fundamentalsystem der Differentialgleichung auf I.

Satz 5.42 (Skalare lineare DGL mit konstanten Koeffizienten)

(1) Der Raum der komplexwertigen Losungen der Differentialgleichung p(i)y =
Yy + g,y + L+ agy = 0 auf I mit ag, ..., a1 € C hat die Funktionen
x/e?,0 < j < my, wobei A Nullstelle von p(&) = E™ + a,_1E™ L + ... + ay mit
Vielfachheit m, ist, als Basis. Die Allgemeine Losung ist eine Linearkombination
dieser m-Funktionen.

(1g) Sind die Koeffizienten ay, ..., a,-1 reelle Zahlen, so hat der Raum der reellen
Losungen von p(<)y = 0 auf I die Basis x/e’* fiir A reelle Nullstelle von p und
x/e** cos(Bx) bzw. x'e** sin(Bx) fiir A komplexe Nullstelle von p mit 0 < j < m,,
der Vielfachheit von A.

(2) Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung p(%)y = b mit b € C°(I,C)
ist Yop(x) = Iy, ... In, b(x) mit [[v](x) = e fxz e Mo(s)ds, xg € I, A4, ..., A, die
Nullstellen von p (mit Vielfachheit aufgefiihrt).

(3) Jedes Anfangswertproblem p(-£)y = bauf I,y (x,) = n; fiir j = 0,...,m — 1 mit
b € C°,K),a; € K,xq € I,n; € K besitzt eine eindeutige K-wertige Lisung
der Form ys, + Y.i; cjy; wobei Yy, ..., Y die Basisfunktionen aus (1) bzw. (1r)
sind, y, eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist und die c; € IKK
die eindeutigen Losungen des linearen Gleichungssystems )., c]-yg.l)(xo) = -

yﬁ?(xo),o <l <m-1sind.

Satz 5.43 (Lineare DGL-Systeme mit konstanten Koeffizienten) Die eindeutige
Losung y : R> T - K = RN v CN des Anfangswertproblems y' = Ay, y(xo) = 1
mit A € KN*N ist die analytische Funktion y(x) = eé*~041. Dariiber hinaus ist jedes
Anfangswertproblem v’ = Ay + b mit y(xo) = n,b € C°(I, K) eindeutig losbar und
zwar durch

y(x) = e“4(e ™4 + f ) e~4b(s)ds)

X0

Bemerkungen

1. e ist wohldefiniert iiber die Exponentialreihe e = ¥;7 & (xA).
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2. Fiirdiagonalisierbare Matrizen A = TBT ' mit T € GL(C)und B = diag(Ay, ...
ist
= Tdiag(e"”, ..., e )T}
In diesem Fall bilden die Funktionen yi(x) = ™ vy (vx Eigenvektoren zum
Eigenwert Ay) ein Fundamentalsystem zu y' = Ay.

3. Im Allgemeinen Fall einer nicht diagonalisierbaren Matrix A muss man eine
Zerlegung der Form A = T+S mit S Diagonalmatrix und T nilpotent (mit TS =
ST) vornehmen. So das gilt: exp(A) = exp(T +S) = exp(T) exp(S). Die Lineare
Algebra zeigt uns, dass dies iiber C stets moglich und eindeutig ist (Jordansche
Normalform). Hier benitigt man den Satz iiber die Hauptraumzerlegung (LA).

Satz 5.44 (Fundamentalsysteme fiir lineare DGL mit konstanten Koeffizienten)
Sei K = R oder C,A € KNN,5(A) = spec(A) = { Eigenwerte von A}, dann gilt:

1. Ist v Eigenvektor von A zum Eigenwert A, so ist y(x) = e"v Ldsung von
y = Ay.
2. Gibt es eine Basis vy, ..., vy von Eigenvektoren zu Eigenwerten A4, ..., Ax (oder

mit Vielfachheit aufgefiihrt) zu KN, so bilden die Funktionen

y1(x) = €My, ..., yn(x) = eNoy
ein Fundamentalsystem zur Differentialgleichung y' = Ay.

3. Sind U(l/\), ()(\)A) Basen der Hauptriume H, = ker(A — A)"™ = ker(A —

A" A € 6(A), m(A) € IN minimal so bilden die Funktionen

m(A)—1 N
W@y—ﬁ*}:kﬂA AE)9,1 < j < n(A), A € o(A)

ein Fundamentalsystem zur Differentialgleichung y' = Ay.

Korollar 5.6 (Reelles Fundamentalsystem) Ist K = R,A € RV so erhilt man
ein reelles Fundamentalsystem indem man fiir A € o(A) N R die ’UE.A) reell und fiir

jedes Paar A, A € o(A),A = a + iﬁ nicht reeller Eigenwerte die U;A),U;X) konjugiert

komplex wihlt (U(A) (A)) sowie v] (A) durch ‘P\U(A) Sv ersetzt. Die Komponenten

der reellen Losungen von y = Ay smd dann LGearkombinationen der folgenden
Basisvektoren:

sin fx

k Ax k jax
xe,Aea(A)NR, x"e (cos,Bx

)Aza+$€a%ﬂROSk£mM%&

//\N)
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5.2.3 Hauptsitze iiber Existenz, Eindeutigkeit und Abhingig-
keit von Daten

Satz 5.45 (von Picard-Lindeldf) Sei f : R X KN D [t — 6,7 + 0] X B,(19) —
KN, K = RV C stetig, no € KN,7 € Rund 0 < r,6 < oco. Weiter besitze f die
folgenden Eigenschaften:

(B) If(x, MIl < M < oo Beschrinktheit.
(L) |lf(x,nm) = f(x, DIl < Llln = 7l (partielle Lipschitz-Bedingung)

Fiiralle x € [T -0, T+ 0], 1,1 € B/(10). Dann existiert auf jeden Intervall [T — ¢, T + €]
mit 0 < & < min{6, 1;} genau eine Losung des Anfangswertproblems y' = f(x,y) auf
[t — ¢, 1+ €], y(t) = no, und diese verliuft ganz in der Kugel B,(1o).

Zu diesem Satz gibt es auch eine lokale Version die keine Bedingung der Form (B)
verlangt, dafiir aber auch keine Aussage iiber die Grofie des Existenzintervalls macht.

Satz 5.46 (Lokaler Existenz und Eindeutigkeitssatz) Sei f : R X KN 5 D —
KN stetig und beziiglich der IKN™ Variablen lokal partiell Lipschitz stetig auf der
offenen Menge D C R x KN™. Dann gilt:

1. (Lokaler Existenzsatz) Zu jedem Satz von Anfangsdaten (t,1o,...,u-1) € D
gibt es eine Grifie € > 0, so dass auf jedem Intervall [t —¢, T+ e]mit 0 < e < g
das Anfangswertproblem y™ = f(x,y, ...,y V), yO(t) = n fir0 <l <m-1
eine Losung besitzt.

2. (Eindeutigkeit) Zu jedem Intervall I mit T € I und (1,10, ..., tm-1) € D gibt es
hichstens eine Losung des Anfangswertproblems y™ = f(x,y, ..., y™ ), yO(z) =
N1, 0 <1 <m—1aufl. (Eventuell gibt es auch keine, falls I zu grof$ ist!)

Bemerkung Dass f beziiglich der KN"-Variablen lokal partiell Lipschitz-stetig ist,
bedeutet nichts anderes, als dass es zu jedem Punkt aus D eine Umgebung U und ein
L < oo gibt, so dass

m—1

1FCE Yoo Yn1) = Gy T DS LY Il = 7l

=0

fiir alle (x, yo, .., Ym-1), (X, Go, ..., Jm—1) € U gilt. Der Schrankensatz garantiert die
Giiltigkeit dieser Bedingung, wenn f(x, Yo, ..., Yym-1) beziiglich der Variablen y =
(Yo, ---Ym-1) € IKN" differenzierbar ist mit lokal beschriinkter Norm D, f(x, y)ll, etwa
im Fall D, f(x, y) stetig auf D.

Satz 5.47 (Existenzsatz von Peano) Sei D C R x KN offen und f : D — KN
stetig. Dann hat jedes Anfangswertproblem y™ = f(x,y, ..., y"7), yO(t) = n, fiir
0 <1 <m -1 mit Anfangsdaten (t, 1o, ..., tm-1) € D lokal eine Losung, das heifit auf
einem kleineren (offenen) Intervall um t.
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Satz 5.48 (Maximale Losung) Sei f : D C Rx KN — KN stetig und partiell
Lipschitz-stetig beziiglich der KN-Variablen. Dann gilt:

1. Zu jedem Anfangsdatum (t,1) € D gibt es ein maximales Intervall I . C R
mit T € I derart, dass das Anfangswertproblem y' = f(x,y), y(t) = no
auf Imax eine Losung besitzt. Jede Losung des Anfangswertproblems auf einem
Intervall 1 ist die Einschrinkung y|; der maximalen Losung.

2. Imay ist ein offenes Intervall (x_, x,) mit —oo < x_ < T < x4 < +00. Bei x — x_
von oben und x — x, von unten verlifit (x, y(x)) jede beschrinkte Teilmenge
A C D, die eine Parallelmenge A, = {(x,y) € Rx KV : dist((x,1),A) < €} in
D besitzt, auf der f beschrinkt ist, endgiiltig. Das bedeutet, dass (x, y(x)) ¢ A
fiir alle x € (x_, x,) die nahe genug bei x, bzw. x_ liegen. Insbesondere verliifit
(x, y(x)) jede kompakte Teilmenge von D endgiiltig.

Geometrische Interpretation Ist D = | X G mit G offen in K", so bedeutet dies
im Fall x, < sup y, das die Losung bei x — x.. gegen den Rand von 0 oder Norm nach
gegen oo strebt, oder beides, und zwar in dem Sinn, dass

min{dist(y(x), D), }—=0,x > x4

1
1+ [yl

Satz 5.49 (Existenz von Lésungen auf einem vorgegebenen Intervall) Sei | ein
Intervallin R, G C KN offen und f : ] x G — KN stetig und partiell Lipschitz-stetig.
Dann existiert die maximale Losung y eines Anfangswertproblems y' = f(x, y), y(t) =
no auf dem vorgegebenen Intervall |, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

1. y(x) ist periodisch: y(x) = y(x +C),C > 0Vx € |, x + C € J; im autonamen Fall
geniigt sogar
Yy + O = y(n),x €]

2. Die Losungsbahn {y(x) : x_ < x < x,} hat kompakten Abschluss in G.

3. G = KN und f erfiillt eine lineare Wachstumsbedingung || f (x, y)I| < a(x)||ly(x)||+
b(x) Y(x,y) € ] x KN mit stetigen Funktionen a,b : | — [0, ).

4. Die Differentialgleichung ist selbst schon linear, das heifst y' = A(x)y + B(x) auf
J mit A € C°(J, KNN), B e C°(J, KM).

Satz 5.50 (Abschiitzung fiir Differentialgleichungen) Sei f : RxKN > D — KN
stetig auf der offenen Menge D und y : I — KN eine Losung des Anfangswertproblems

y' = f(xy) auf I, y(7) = no.
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1. Etfiillt die rechte Seite von f eine lineare Wachstumsbedingung
1f @, Yl < adllyll + b),a,b € [0,00) € D

so gilt:
Iyl < (Inoll + b)e™ ™™ —b,x € 1

2. Erfiillt f eine partielle Lipschitz-Bedingung

IfCx,y) — fC, P < Llly—gll,L>0

auf D und ist ij € C'(I, D) beliebige Niiherungslisung so ist die Differenz von y
zu fj abgeschitzt durch
_ YL yethr — L
ly(x) = JE@I < (- + et - £
auf I wobei C := ||§(t) — noll die Abweichung der Anfangswerte und y :=
sup, |7’ (x) — f(x, y(x))l| der Defekt von §, also die Abweichung von der Diffe-
rentialgleichung bei ij, ist.

Lemma 5.3 (von Gronwall) Angenommen y € CH(I,KN) geniigt der Differential-
gleichung

1Y'll < a(llyll + D),
auf I mit a,b € [0, 00). Dann gilt

Iyl < (ly(Oll + b)e™ ™ —b, Vx,T €l

Satz 5.51 (Stetige Abhingigkeit der Losung von den Daten) Sei f : Rx KN —
KN stetig und lokal partiell-Lipschitz stetig beziiglich KN-Variablen, D offen, I = [a, B]
ein kompaktes Intervall. Dann hingt die Losung des Anfangswertproblems y' = f(x, y)
auf I, y(t) = no (mit © € I, (7, 19) € D) im folgenden Sinn stetig von 1,1y und f ab.
Zu jeder Losung y : I — KN, Umgebung U von Graph(y) in D, Konstanten C < oo
und & > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass die Losung der gestorten Anfangswertproblems
7 = f(x,9), #(%) = flo auf I existiert und Abstand < e zu y besitzt, das heifst es gelte

ly(x) - gl <&, Yxel,

sofern © € I, fjp € KN sind mit |t — 7| < 6, |Ino — fioll < 6 und wenn f : D — KN
stetig und partiell Lipschitz-stetig ist mit

(VD) |If - fll < S auf UL
(V2) |If = fll < 6 auf Graph(y) und ||f(x, n) — f(x, M| < Clin — 7|l auf U.
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