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1 Wellen und Quanten

1.1 Vorbemerkungen

1.1.1 Die Rolle der Quantenphysik

Warum ist die Quantenphysik so interessant und wichtig?

1. Die klassische Physik, d.h. Mechanik, Thermodynamik, Elektrodynamik, kann eine Viel-

zahl von Effekten und Phénomenen nicht beschreiben. Dazu gehoren zum Beispiel:
e Atomphysik
Grofle und Stabilitdt von Atomen, diskrete Energieniveaus und Spektren.
e Kernphysik
Grofe und Stabilitdt von Kernen, Spaltung und Fusion.
e Festkorperphysik und kondensierte Materie
Struktur und Stabilitdt der Materie, elektrische Leitfahigkeit, Magnetismus, Supra-

leitung,...

2. Quantenmechanische Effekte beziehen sich vorwiegend auf den mikroskopischen Bereich

(10~1% m groBle Nukleonen bis 1072 m groBe Molekiile). Allerdings gibt es auch Quantenef-

fekte im mesoskopischen Bereich (1075 m Quantenpunkte) und makroskopischen Bereich

(Supraleitung, Hohlraumstrahlung).

1.1.2 Grundbegriffe der klassischen Disziplinen

1. Mechanik Bewegung von materiellen Teilchen (Massepunkten, Starre Korper, ...) durch
Ort 7(t) und Impuls p(t) charakterisiert. Die Losung der Bewegungsgleichungen gibt uns
die Teilchenbahn.
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Newton

Ty
I
T

Lagrange

Mit Generalisierten Koordinaten ¢; ergeben sich die Bewegungsgleichungen aus:

d (LY _ oL
dt \ 9¢; g

Hamilton oL
H (2] it ; P T . -
(¢, pis 1), p 20,
Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus:
. OH . OH
ql - apZJ pZ - aql

2. Elektrodynamik R&dumlich und zeitlich sich dndernde elektromagnetische Felder. Im

Mittelpunkt stehen die Maxwell-Gleichungen (Analog é)

o 1 62E

Die Losung ist eine monochromatische Welle der Form
E(F, t) = Ej exp <z (EF— wt)) ,

mit w = ck, k:]lg|:27”

Es ergeben sich die aus der Optik bekannten Wellenphénomene: Beugung, Interferenz,

Brechung.

1.1.3 Historischer Abri3

e Geburtsstunde der Qantentheorie
14.12.1900: Vortrag von Max Planck zur theoretischen Ableitung des empirisch bekannten
Strahlungsgesetzes auf der Deutschen Physikertagung in Berlin (sog. Planck’sches Strah-
lungsgesetz und Quantenhypothese).
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Quantenhypothese: Energieaustausch zwischen Materie und Strahlung erfolgt in Quanten,

d.h. in Vielfachen von hr, wobei

hv = h = h< = huw,
2m A

mit h = 6,6- 10734 Js.

1905: Einstein, Erklarung des photoelektrischen Effekts (Hertz 1887, Lennard 1900).
Korpuskelhypothese: Das Strahlungsfeld selbst ist quantisiert. Er nannte die Lichtquanten

,Korpuskeln“ (heute ,,Photonen®). Jedes Photon trigt eine Energie

E=hy=hy = ho. (1.1)

E = \/p*c® +mict,

mit der Ruhemasse mg. Somit folgt durch

Aus der Relativitatstheorie

_ OF pe?
v = =

op  \/p2c® + m%c47

aufgrund von || = ¢ fiir das Elektromagnetische Feld:

mo =0, E = pc. (1.2)

Wegen E = hw = hck folgt

= hk, (1.3)

da p und k parallel sind.

1913: Bohr’sche Atommodell und Experimente von Absorptionsspektren von Franck und
Hertz.

Bohr’sche Atommodell: Erklért die diskreten atomaren Linienspektren.

Postulat:

1. Elektronen laufen in Kreisbahnen um den Kern.

2. Es ist nur ein Satz diskreter stationédrer Bahnen mit Energien F;, Es, ... erlaubt.
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3. Ein Elektron, das sich in einer stationdren Bahn aufhélt, kann keine Energie ab-

strahlen.

4. Energieabstrahlung ist nur beim Wechsel des Elektrons zwischen stationdren Bahnen

moglich.

1922: Stern-Gerlach

Quantisierter Eigendrehimpuls (spin) der Elektronen.

1923: Compton-Effekt

Bestéatigung der Quantennatur der Elektromagnetischen Strahlung.
1924: De-Broglie’sche Hypothese
Dualismus von Wellen und Teilchen

Wie man Elektromagnetische Wellen Teilchencharakter zuschreiben kann, kann man auch

Materieteilchen (zum Beispiel Elektronen) als Wellen beschreiben (Materiewellen).

Freies Teilchen

2
o 2
ﬁ:mﬁ';hk‘, E:2p—m:>p:v2mE, k:%r, (1.4)

weshalb direkt die de-Broglie-Wellenlénge folgt:

h
A= ) (1.5)
2mE

Fiir Elektronen mit £ 15 KeV folgt, dass A 0,1 A, weshalb die Beugung von Elektronen

in Festkorpern moglich ist.

1924: Heisenberg, Born Jordan

Matrizenmechanik.

1926: Schrodingergleichung

Wellenmechanik.
1927: Experimenteller Nachweis der de-Broglie’schen Hypothese.

1930: Dirac - Abstrakte Form der Quantenmechanik.




2 VVon der Wellen zur Quantenmechanik

2.1 Welle-Teilchen-Dualitat am Beispiel des

Doppelspaltexperiments

Elektronen / Photonen sollen auf eine Blende mit Doppelspalt fallen.

Befund
1. Spalt 1 geoffnet und Spalt 2 geschlossen (oder umgekehrt) ergibt eine Intensitétsverteilung
I(x).
2. Beide Spalte gedffnet resultiert in einem Interferenzbild mit Verstdarkung der Intensitét,

wo die Wegdifferenz Al ist.

d
Al:nA:RQ—Rle,

wobei n € Z ist, d den Spaltabstand, D den Schirmabstand und A die Wellenldnge dar-
stellt. Man hat:
I(@) # I(z) + Ly(x) (2.1)

Die Wellentheorie stellt die natiirliche Erklarung des Befundes dar. Wenn wir z.B.
(Photonen) Elektromagnetische Wellen mit elektrischen Feldvektor £ (7, ¢) und Ey(F,t)

aus Spalt 1 und 2 betrachten, ergibt sich fiir die Intensitétsverteilung

[=|E +E)? =1+ I, + 2R(E,\E}) .
——

Interferenzterm

10
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Bemerkung Das Resultat ist im Widerspruch zur Annahme, dass es sich um einen Strahl

aus Teilchen handelt.

Bemerkung Umgekehrt bedeutet die Annahme einer Welle im klassischen Sinne, ei-
ne kontinuirliche Verteilung der Energiedichte. Dies ist im Widerspruch zu lokalisierten

Energieklumpen.

= Die klassischen Modelle ,,Welle“ und ,,Teilchen* sind unvereinbar.

Bemerkungen
1. Wellen und Teilchenaspekte sind untrennbar.

2. Vorhersagen iiber das Verhalten eines Photons konnen nur iiber Wahrscheinlichkeiten

gemacht werden.

3. Die elektromagnetische Welle charakterisiert den ,, Photonzustand® zur Zeit ¢.

—

E(7,t) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass ein Photon zur Zeit t am Ort 7

nachgewiesen werden kann.

Anmerkungen

1. Superpositionsprinzip:

Da die Maxwell-Gleichungen homogen sind 16st
E =\E) + \E,

die Maxwell-Gleichungen.

2. Photonzustand durch E(7,¢) charakterisiert. Analog der Elektronzustand durch (7, t)

charakterisiert.

2.2 Die Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen

2.2.1 Aligemeines

1. (7, t) 16st die Schrodinger-Gleichung.

11
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2. (7, t) ist eine Wahrscheinlichkeitsamplitude, wohingegen

|¢(F7 t)‘2 = 1/}<7?7 t>¢*(7?7 t)

eine Wahrscheinlichkeitsdichte darstellt. Das heifit

dP(7,t) = |2 di = |Pd®r = | |Pdedydz
ist die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen in 7 zu finden. Es gilt

/dP(F, t) = /dmb(ﬁ H2 = 1.

Bemerkung Die Wellenfunktion muss quadratinterabel sein, d.h.

/dgrw(f’, t)]* < oo.

2.2.2 Forderungen an die Feldgleichung fiir ¢ (7))

Eine deduktive Ableitung ist nicht moglich.

1. Differentialgleichung, damit ¢ (7, t) durch Anfangszustand (7, t) bestimmt ist. (Es geniigt
hierdabei eine Differentialgleichung 1. Ordnung in der Zeit)

2. Gleichung muss homogen und linear in ¢ sein damit Superpositionsprinzip gilt.

3. Ebene Wellen der Form

W7, 1) = Cexp (7, (EF— w(k)t)) — Cexp (% <ﬁf— %t))

sollen Losungen sein. Die letzte Umformung geschieht mittels de-Broglie:

j=hk, E=L2  E=hw
2m
Fiir eben Wellen gilt:
—(Fit) = — t) = —i——(Ft) = —— t

= Die Schrédinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen ist somit

12
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0 h?

mit A = aa_; + E?—;Q + 5?722. Dies gilt nur fiir nicht relativistische Teilchen.

2.2.3 Korrespondierende Wellengleichungen

1. Wellengleichung fiir das Licht (Feldgleichung fiir Photonen):

—

1 = -
— a2z B t) — AE(r,t) = 0.

Cc

o2

o2

Mit w = ck = c|k| folgt, dass
/dSkE(k‘) exp (z (EF— wt)) = E(F 1)

aufgrund von F = Aw und p = hk folgende relativistische E — p Beziehung fiir Teilchen
mit Masse gleich 0: E? = ¢?p?.

2. Ersetzungsregel

0
D — —1h F h—
p+— —ihV, — 7 By

Ersetze p mit einem Differentialoperator, das gleiche fiir E. Auf E = ¢%p? folgt somit
die Wellengleichung fiir Photonen. A kiirzt sich heraus und es folgt, dass die klassische
Maxwellgleichung eine Quantenmechanische Beschreibung von Photonen erlauben. Fiir

freie Teilchen mit )

E=Y _r_p
2m

wobei T' die kinetische Energie darstellt und H die Hamiltonfunktion (H =T+ V Allge-
mein, V' potentielle Energie, welche bei freien Teilchen = 0 ist) folgt die Ersetzungsregel
fir £ = H(q,p):

EH%%, Hw— H(qp)=H,

mitq_’Hé’undﬁH—iﬁV:ﬁ

= Die Schrédinger-Gleichung fiir nichtrelativistische Teilchen ist somit

13
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ST, 1) = H(F DT ). (2.3)

3. Ersetzungsegel fiir relativistische Teilchen mit Masse (hier Ruhemasse)
E? = m2 + p?
1 0% ~ m2c?
= a2 (M t) = —Ag(rt) + 5

Dies ist die sogenannte Klein-Gordon Gleichung. Da in dieser Gleichung eine zweite Ab-

(7, t)

leitung g—; auftritt, hat man folgendes Problem: Die Wahrscheinlichkeitsdichte aus der

Kontinuitatsgleichung kann negativ werden.

2.3 Wellenpakete

Erinnerung: Die Schrodinger Gleichung fiir freie Teilchen ist

L0 o
Zhaw(rat) - _%w(ra t),

und eben Wellen sind Losungen dieser. Somit gilt:

(7 t) = C exp(i(kF — wit))
{wk:w(k:)zg—fj, E = hw
o [1|> = |C|* = rdumlich homogene Wahrscheinlichkeitsdichte. Somit folgt:
— Nicht Quadratintegrabel
— Kann nicht physikalischen Zustand eines Teilchens repréasentieren

e Aber: Uberlagerung ebener Wellen kann raumlich konzentriert sein (Quadratintegrabel)

e Allgemeine Losung der freien Schrodinger Gleichung:

W7 1) = g/ﬁW@m@mﬁ—%m (2.4)

(3-dimensionales Wellenpaket)

14
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e 1-dimensionaler Fall:

W t) = \/Lz_ﬂ / e (k) exp(i(kz — wit)) (2.5)

e Betrachte t = 0:

o, 0) = \/% / dieis (k) exp(ikz)

Somit gilt allgemein:

U(x,0) — ¥(k,0),

Y(k,0) = \/%/dmb(a:,()) exp(—ikx).

Es folgt, dass

Y(k,0) — ¥(z,1),
aus (2.5).

Beispiel Betrachten Gauf}-Funktion

Somit folgt, dass

womit man damit leicht auf ¢ (x,t) kommt. Siehe dazu Ubungsblatt 2.

Bemerkung Standardabweichung Ax gegeben als
(Az)? = (2°) — (2)*,

wobei gilt, dass

(), = / drali(r, b, (1), = / dra iz, 1)

Man definiert fiir ﬁ exp <—2—;>,

15
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2.3.1 Einschub
Fouriertransformation und die Dirac’sche §-Funktion.

Eigenschaften der Fouriertransformation Schreibweise: (k) = FT[¢(z)].
L. FT[(x — x0)] = ¢ (k) exp(—ikzo).
2. FTlp(cx)] = 25(5), c#£0.
3. Fiir die n-te Ableitung o™ (z) gilt:

FT[y" (2)] = (ik)" (k).

4. Fiir die Faltung i,
v@) = [ dyilate =) = (5 02) @)

gilt: )
b(k) = V2 (k) o (k).

Dirac’sche Deltafunktion Betrachte

1 (x—x0)*\
(11% NG exp (—T =:0(z — x9).

Im mathematischen Sinne ist dies eine Distribution.

Eigenschaften der §-Funktion
1. [7 da'f(a')6(x — ') = f(z), insbesondere ist [* dzd(x — ') = 1.

r—2)=0 , x#2
drz—2)=00 , z=20

2. §(cx) = |—(1:|(5(:U) und es gilt

1
9" ()]

S(9(a) = 3 rola — ),

wobei z; einfache Nullstellen der Funktion g(z) sind.

16
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3. Ableitung: .
/ 4 f(2)00 () = (=1) F(0)

oo
4. Fourier-Transformation:

~ 1 o , 1 ,
0o (k) = Nir /_oo dx exp(—ikz)d(zr — xg) = \/ﬂexp(—zk‘xo),

womit fiir die Fourier-Transformierte bei 0 folgt:

Es gilt allgemein:

1 o 1 , 1 [~ .
3z — o) = o /_OO dk\/% exp(tk(x — x9)) = Py /_OO dk exp(ik(z — x¢))

2.3.2 Wellenpaket

Zu festem Zeitpunkt.

Qualitative Uberlegung Approximiere typische Impulsverteilung durch Summe iiber 3 k-
Werte. Die Werte sind ko — 2%, ko, ko + 4* mit Amplituden £, 1, 1. Dann folgt

2

ola) = D)= (explifun) + Jexpliho - 5)o) + gexplitho + 5)a) ) =

S le_w exp(ikoz) (1 + cos (%)) .

= Konstruktive Interferenz bei x = 0 und destruktive Interferenz bei x = :I:%7 Ar = %.

Form eines Wellenpaketes Schreibe (k) = |i(k)|exp(ia(k)). Falls a(k) sich nur wenig

dndert im relativen Intervall kg &+ %:

)
a(k) = alk) + (k — ko) a—gyk:ko 4o
Ak

17
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Es folgt fiir ¢ mit 2o = —22[,_y,:

U(z,0) = \/%—W/oo dklzﬁ(kﬁ)lexp(ia(/f))exp(i/fw)\exp(ikox)ffp(—ikox)j=

1

\/127 explia (ko)) exp(ikoz) / Z k| D(k)| exp (z’(k ) (x N Z—jlkko)) _

o

_ \/12_7Texp( i(kue + (ko) [ dk [0 explih — ko)l = a0)
(k)

12

Falls

L. |z — 0| > zz heben sich die oszillierenden Beitrége auf. Somit folgt
$(,0) ~ 0.

2. |z — xo| < z; oszilliert die Funktion kaum. Somit ist ¢ (x) endlich und maximal.

2.3.3 Ausbreitung
Von Wellenpaketen. Siehe dazu auch Ubungsblatt 2.
e Betrachte 1-dimensionales Gauflsches Wellenpaket

1 x?
exp( 5 2> exp(tkox).

VTa

Y(z,0) =
Fourier-Transformation liefert
- a\? (ko — k)%a?
k0)=|— —_— .
B0 = (=) e (-5
Somit erhalten wir 1 (z, t):
= Y(x,t) = dk (k) exp(i(kox — wyt
b, t) m/ P (k) explihor — wit)) =

o — Bagy?
= e b exp(i(kox — w(ko)t) exp (—M>

VT Jo2 ot 2(a? 4 i)

e Zeitentwicklung beschrieben durch |4 (z,t)|* ergibt sich aus |¢(x,0)[* durch

18
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1. Gruppengeschwindigkeit des Wellenpaketes
hko dw

rT—orx——t=x—0v, V= —|p—p-
m ’ 0 e=ko

2. a* — a* + (%)2 = a*(t).
3. Wellepacket zerflieft mit der Zeit.

e Impulsverteilung

(k)" = 1 (k, 0)]*

Impuls ist eine Erhaltungsgrofie! Somit folgt

= AzAp = %a(t)g = —(1+ (—)2)5.

2.4 Erwartungswerte fiir Ort und Impuls; die

Unscharfe-Relation

2.4.1 Erwartungswerte
Ortsmessung Nachweis des Teilchens im Intervall [z, x + dx] wobei
|1 (z,t)[?dr = Messwert mal Messwahrscheinlichkeit

fiir eine Quantenmechanische Gesamtheit von Teilchen im Zustand ¥(x,t) gilt:

(z) = /_ " dw (@, (o, 1) (2.6)

o0

(Erwartungswert von x)

Erklarung Bei einer tatsédchlichen Messung finden wir das Elektron bei einem bestimmten z-
Wert x;. Messen wir N-mal, so erhalten wir N Messergebnisse x1, ...xx. Bei der Messung kann
jeder x-Wert n-fach auftreten. Fiir N — oo definiert man die Haufigkeit eines Messwertes x als
%. Dies entspricht dessen Wahrscheinlichkeit.

n(z)

lim ——> = |¢(z)2dz

N—oo N

19
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Es folgt fiir den Mittelwert

Erwartungswert

Zeitliche Anderung von (1)

d * 0 > 0
E(@:/ dxaw*(x,t)m/}(:c,t)—i-/ dxw*(x,t)xaw(x,t)

—00 —00

2

Aus der Schrodinger Gleichung (fiir ein freies Teilchen) erhalten wir zh Y = _%W

o = g [ dol g g —vra g - v+ 205 )

Die Partielle Integration liefert in einigen Bereichen 0, da an den Grenzen +oo 9 verschwindet

und 2 fiir & — Fo0o verschwindet (schneller als 1). Somit erhalten wir

d L[> e PO
= —(z) = E/_ dzyp (iﬂ,t)@w%t)'

e e}

=Pz

Es gilt:
d (pe) d .
— = d
T oder o —(z) =

(Pa)
dt (z) m

m

Bemerkung Zwischen den Erwartungswerten fiir Ort und Impuls einer freien quantenmecha-

nischen Gesamtheit besteht der gleiche Zusammenhang wie zwischen klassischen Gréflen = und

P-

Bemerkung Messgréfien sind in der Quantenmechanik ,,Operatoren® zugeordnet. Physikali-
sche Messgrofien sind z.B. Ort, Impuls, ...

h O
i0x

Impulsoperator in der Ortsdarstellung

~ A

-, p=

20



Kapitel 2. Von der Wellen zur Quantenmechanik

Erwartungswert von p in der Impulsdarstellung Es gilt:

(52) = [ dl" (0. 0550.1),
wobei im Impulsraum
po(pt) = pi(p,1),
gilt und analog im Ortsraum:

Y (x,t) = xp(z,t).
(ps) = / dpd* (p, )pd(p,t) =

_ (\/;Wi)Q/dp(/dx exp< )w*(x',t)) (/dxexp( i) 6z, 0) =
= h dp/d:c exp (z—) /da: ———eXp< Z%)W(l"t) =

= dm/dx@/z ' t) {——@bxt} dpexp( :E%x)p):

*27rh6(x —x)

B
_ / o (x, 1) =y, 1)

Dabei wurde verwendet, dass
b b
0 0
de—fg = fq|° — —
/a vo-f9=fgla / F5n9

ist. Somit ist der Erwartungswert unabhéngig von der Darstellung.

2.4.2 Varianz (Schwankungsquadrat)

Bei Messung von Ort und Impuls ist die Varianz

(@ = (2))") = (3%) — (2)* = (Az)

definiert. Wenn man implizit im Ortsraum arbeitet dann kann man das ganze ungenau schreben

als

(&= (2)%) = (%) — (2)* =: (Ax)".
Das gleiche gilt fiir (Ap,)?.
Man definiert Az, Ap als Standardabweichung.
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Kann man zugleich Ort und Impuls beliebig genau messen? Sei dazu (z) = 0, (p,) = 0,
also (Az)? = (2%), (Ap,)* = (p?). Betrachte nun:

o) 2
/ dx oY

apr+—| >0, ackR
ox
& / de | oYz + o 1[)*31# + g@/}*xw + ﬁ@b*gw >0
oo ——— Ox Ox Jx " Ox
I Ny

S N——
TV
17T 11

I = o /OO dz*r*p = o*(2?) = o (3?) = o*(Ax)?

I = 04/ dx <¢*I%@/’ - W%(I@D)) = —a/ drp™) = —a
% 92 1 [~ hoo\? 1

Ap.)2
5 « 1 1 (Ap,)?

R 7 v R TV W PR ¢ R R TV P

1N 1 (Ap)?
< (a 2(Al‘)z) (Q(M)QVV n?(Ax)? ="

=D

= a*(Az)* —a+

-

Damit die Bedingung, die fiir beliebige o gilt, nicht wieter eingeschrankt wird, muss D < 0
gelten.

DO | St

AzAp, > (2.7)

Heisenberg’sche Unschérferelation fiir Az und Ap.
Wir haben gefunden, dass genaue Messungen von Ort und Impuls nicht simultan moglich sind.

Fiir Gaufi’sche Wellenpackete (bei t = 0) hatten wir schon erkannt, dass
h
AzAp, = —
TAp; = 3

gilt.
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2.5 Operatoren und Skalarprodukt

Betrachten den (Vektor-)raum L? im Konfigurationsraum quadratisch integrabler Funktionen.
L? ist ein Hilbertsraum (also ein linearer Raum mit Skalarprodukt). Somit existiert eine Basis;
er ist vollstéandig und Abgeschlossen.

Funktionen (), ¢(7) € L? sind stetig und unendlich oft differenzierbar.

Definition 2.5.1 (Operator) FEin Operator A ist durch eine Vorschrift so definiert, dass

Beispiele fiir nicht lineare Operatoren sind:

Ap=w+ 2o Av=exp(w),

Definition 2.5.2 (Linearer Operator) A heifit linearer Operator, wenn mit Ay = ¢y, Ahy =

A(Cl% + Cothe) = 101 + Catha, mit ci,co € C.

Beispiele fiir lineare Operatoren:

Operationen mit linearen Operatoren

e Multiplikation:

e Summe:
(A+ B)y = Ay + By
e Produkt:
ABy = A(By)
Definition 2.5.3 (Kommutator) Fiir zwei Operatoren A, B ist ihr Kommutator durch

~ ~

A, B = AB — BA

definiert. Wenn [121, B] =0 giult, dann sagt man, dass A und B kommutieren.
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Beispiele fiir Kommutatoren:
&, ba] = i # 0
Sei (i,7) = 1,2,3 z.B. 7= (21, 29, x3) so gilt fiir
0

Oz

Jo(rt) =7

[iia

Wir wissen bereits

mp(rt) = (T, t)

Somit folgt

0 0 0 0
Tig—V = (- (z))) = %‘%@ﬁ — 049 — %%Tﬁ = —0;;9.

833]- 8£Ej 3

Grundlegende Kommutatoren der Orts und Impulsoperatoren sind:

A ~

[.I'Z‘,Ij] = Til; — T = 0

09 .0 9

binby] = I oo =0
[p pj] ém 81‘]‘ + 8xj 8@
Aber

(Dies ist die kanonische Vertauschrelation)

Definition 2.5.4 (Skalarprodukt) Das Skalarprodukt (¢,1)) zweier Wellenfunktionen ¢ und
¢ st durch

(6.1)) = / & (7))
definiert.

Es gilt:

24



Kapitel 2. Von der Wellen zur Quantenmechanik

L (¢,9) = (¥, 9).

2. (¢, 11 + co2) = 1 (P, Y1) + c2(d, b)), 1,2 €C

3. (191 + c202, ) = ci(¢1,v) + 5 (¢2,7) - Also Antilinear im ersten Faktor.
4. (¢,¢) > 0 und (¢,0) =0 ¢ = 0.

Definition 2.5.5 (Norm) Die Norm der Wellenfunktion ¢ ist definiert als
1ol := v/ (¢, 9)-
Operatoren mit Skalarprodukt
0. 40) = [ @rordv = [ #roawm.

falls Ay = A(F)1p.
Erwartungswert

(A) = (v, Ap).
Definition 2.5.6 Af heif§t ,zu A adjungierter Operator”, wenn
(ATp,9) = (¢, Av)
gilt. Das heifst
[rtatore = [ o),

Definition 2.5.7 (Hermitesch) A heift hermitesch (oder selbstadjungiert) wenn

At=A
gilt.

Somit gilt, falls A hermitesch ist:

(v, Ap) = (ATy, y) = (Ay, )
Das heif3t
(6, Av) = / B Ay = / Pr(Atg) o v* Ay = (Ag) o,
Es gilt:
(v, Ap) = [(, AY)]"
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Es folgt somit, dass

weshalb man tiber
(b, Ap) = (Ap, )" = (A, )

rausfindet, dass die Erwartungswerte hermitescher Operatoren reell sind.

2.6 Klassisch-quantenmechanische Korrespondenz

.. und die Schrodinger Gleichung.
Fiir ein freies Teilchen folgte durch Ersetzung von p'— ﬁ und £ — ih% in £? = % die freie

Schrodinger-Gleichung.

2.6.1 Allgemeine Regeln fiir die Aufstellung der Schrodinger-Gleichung

Hamiltonfunktion fiir klassisches System mit f Freiheitsgraden und verallgemeinerten Koordi-

naten ¢;,p; (i =1,..., f).

Hklassisch(Ql; < dfyP1y -5 Pf, t) - Hklassisch(Q_:ﬁa t) = E7

welches fiir eine Lagrangefunktion L =7 — V', da somit H =T + V, gilt.

Ersetzungen Uber

0
E —ih— i — D
t ot p p

gelangen wir zur Schrédinger-Gleichung:

RO
- i10g]

A~

qi — q;

L0 - -
Zhaiz](q,t) = Hklassisch(Qapa t),lvb(qvt)

Der Operator

]f[ = Hklassisch ((77177 t)

heifit Hamilton-Operator. Wir kénnen somit die Schrodinger-Gleichung umschreiben zu
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ihap = Hap. (2.9)

Probleme Korrespondenzvorschrift zur Aufstellung der Schrodinger-Gleichung ist nicht eindeutig.

1. Verschiedenen Sitze generalisierter Koordinaten ¢; konnen durch Ersetzungsregeln zu
verschiedenen Hamiltonoperatoren fiithren.

Beispiel Freies Teilchen - E = % in kartesischen und Zylinder- oder Polarkoordinaten.

0? 0? 0?
~ a2 o T

in kartesischen Koordianten - weshalb fiir den Hamilton-Operator folgt, dass

g_Petp s R

2m 2m

Ersetzen wir den LaPlace-Operator (A) durch ebene Polarkoordinaten, so erhalten wir

h? m: [ 07 10 1 0 0?
=: (%).

He _ " A-_““ (2 2% -~ 7 7
2m 2m 8Q2+98Q+g28¢2+822

Aber wenn wir von Anfang an ebene Polarkoordinaten als verallgemeinerte Koordinaten

einfithren, so weicht das Ergebnis ab. Wir rechnen nach:

L = —(&°+0** + %)

2
N oL oL . oL
) i . L pi 2
= Hklassisch(pgapgmpm Q) = D0 +p8090 +pzZ - L= %(pn@ + E +pz>

2 2 2 2
= Ersetzungsregeln —h— (88_92 + é;—@z + %) # (%)

2m
Ersetzungsregeln sind nur auf kartesische Koordinaten anzuwenden!

2. Reihenfolge der Grofien g;, aiq nicht vertauschbar.

Beispiel Klassisch £ = -

T #\/iapqp\/iq. In der Quantenmechanik dagegen:

2
p__)H:_

o L U U U L o
- 2m 2m o’ 2m\Jq " \/q 2m '

p— _2 —
14 (U i

[\)

27



Kapitel 2. Von der Wellen zur Quantenmechanik

2.6.2 Postulate der Quantenmechanik

(Zusammenfassung)

Es liegen folgende Postulate zu Grunde

1. Der Zustand eines Quantenmechanischen Systems wird durch eine Wellenfunktion (7, t)
beschrieben. [¢(7,t)[2d®r ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Volumen d*r am Ort

7" zur Zeit ¢ zu finden.
2. Messgrofien (Observablen) werden hermitesche Operatoren zugeordnet.

3. Der Mittelwert (Erwartungswert) eines Operators ist gegeben durch

(A) = / (7. 1) A (7 ).

4. Die Zeitentwicklung von ¢(7,t) wird durch die Schréodinger-Gleichung beschrieben:
im)(7,t) = Hy(7, 1)

2.6.3 Mehrteilchensysteme
Schrodinger-Gleichung fiir N Teilchen mit Koordinaten 7; (i = 1,..., V) ist:

N

L0 . h? . S " "
Zhaw(rl, ...,TN,t) = — Z %Aﬂ/}(’l"l, ...,TN,t) + V(T’l, ...,TN)w

=1
Falls H = T + V. Hier ist [¢(F,, ..., Py, 1)|2d®ry...dPry die Wahrscheinlichkeit die Teilchen i =
1,...,N an den Orten 7 im Volumen d*r; zu finden.

Beispiel Heliumatom: Kern und 2 Elektronen:

2.6.4 Das Ehrenfest’sche Theorem

Erwartungsert: (A) = [ d®ry* (7, t) Ay (7, t).
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Zeitentwicklung

G = [ (Gudvsv gavrvigo)

Es folgt mit 27121/1 = Hiy und — m—w = (Hy)*
ot ot ——
H hermitesch

) = [ (v - Lo dtte v o Do)

&lg‘

= [r(Gorladn v o)

Das Ehrenfest’sche Theorem besagt somit:

d JPTPSEEA 0
> 2= I AY + (2 A) (2.10)

Bemerkungen

1. (A) ist eine Erhaltungsgrofe, wenn ;t<A> = 0 gilt.

2. Hermitizitit von H: H =T + V. Fiir V = V(7) gilt:

/ Erp* Ve = / Er*V (R = / Br(Vy) o
V nur von Ort abhingig, reell

Kinetischer Anteil: 7' = 2=

/ Pry*To = / Ery* (—%A¢) = / d*r (—%Azb)*(b

3. Vergleich mit der klassischen Mechanik

Bewegungsgleichungen fiir (generalisierte) Orts-und Impulsvariablen:

0
flg,p,t) — %f ={H, f}+ 6_{’

wobel die Poissonklammer iiber
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definiert ist.

= Poissonklammer entspricht in der Quantenmechanik den Kommutator multipliziert

i
mit ;-

4. Wichtige Kommutatoren

o [H 2] miti=1,23undj=1,2,3:

o [H,p;] miti=1,23:

5. Anwendung auf 7,5 mit H =T + V (7):

d .

Yo = Li

%@ — _(VV() Kraft
—_———

=(R(7)

1
m

Die klassischen Gleichungen gelten fiir die Mittelwerte!, insbesondere gilt

d* - ~
m—s(r) = —(VV(7))

(2.11)

Aber m-L (7)) # —VV((7) im Allgemeinen! Das heifit die Mittelwerte von 7 und p

2
geniigen nicht klassischen Gleichungen. Ausnahmen gibt es, wenn

(R(7) = / Pt R0 = K((7),

wie z.B. falls V(7) = 0, oder V() = 7 oder aber auch V (7) = 7 - wie beim harmonischen

Oszillator. Ganz allgemein gilt dies, wenn alle Ableitungen > 2 der Kraft verschwinden.
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2.7 Die Kontinuitatsgleichung fiir die
Wahrscheinlichkeitsdichte

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist definiert als

o(F.t) = [P 1)
Mit Hilfe von Hy = —2 Ay + V(7)) konnen wir die Zeitentwicklung durchfiihren:

2m

0 — _ 0 * *a _2 a * i * (T
a@(ﬁt) = a?ﬂ Y+ a?ﬂ—h(fhﬂ)w‘i‘m?ﬁ (H1p)
h * *
= 5. ((AY™ ) — " Av)

Definition 2.7.1 (Wahrscheinlichkeits-Stromdichte) Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

1st tber

J(F 1) = 5= (0 (VY) = (VU5 ))
definiert.
Damit ergibt sich die Kontinuitétsgleichung als (beachte Af = VV f)

0

EQ(Tv t) = —VJ(T, t)

Bemerkungen
1. Analogie zur Kontinuitdtsgleichung fiir Ladungsdichte in Elektrodynamik.
2. Beispiel: Ebene Welle (7, t) = C exp(i(kF — wt))

—

- hk D .
=j= ICI2E = WPE = o7,

was eine Konstante Stromdichte ergibt.
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2.8 Zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung

Falls H zeitunabhingig ist, laBt sich die Schrodinger-Gleichung separieren. Wir withlen dazu

einen Seperationsansatz:

() = f{t)(r)

Damit ergibt sich die Schrodinger-Gleichung zu:

R B2 N
) f = FOH() Bal %Hw L E

Wir erhalten somit die Zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung:

. { ihgif = Bf = f(t) = exp (—if) (2.12)
Hp(r) = E(r)

Bemerkungen

1. (7, t) = exp (—i£l) ¢(7) heiBen Stationdre Zusténde, da die Wahrscheinlichkeitsdichte

konstant ist.

2. Hy = Ev ist Eigenwertgleichung fiir den Operator H.

e ¢(7) ist Eigenfunktion.

e [/ ist Eigenwert.

2.9 Eigenwertgleichungen

Definition 2.9.1 (Eigenfunktion) 1 ist Eigenfunktion zum Operator A mit Eigenwert a,

wenn
A = arp

gilt. (Zum Beispiel 7 (F) = 7 (F) ).

Im folgenden ist A hermitesch.

Satz 2.9.2 Figenwerte von hermiteschen Operatoren sind reell.
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Beweis Wir stellen fest, dass

(¢, AY) = (¢, a)) = a(y, )

gilt, sowie

(A, ) = (ay, ) = a" (¢, ¥).
Da A hermitesch folgt sofort:

~ ~

(Ap,p) = (1, AY) = 0= (a — a*) (1, 1)) = a = a*.

O

Satz 2.9.3 Figenfunktionen hermitescher Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis Ausgehend von

Awm - amwm; Awn - anwnu

stellen wir fest, dass gilt:

an<¢m7 wn) = (wmw’@d]n) = (A¢ma ¢n) = am(wmawn)

Nun folgt, dass entweder Gleichheit von a,, a,, gelten muss oder 1,,, ¥,:

= 0= (an = am)(Pm, Vn)

1. an # am = 0 = (Y, V) bzw.

2. a, = G, zu einem Eigenwert gehoren mehrere Eigenfunktionen (Entartung). Man kann

diese Systeme wie folgt diagonalisieren: Wir definieren

(Ym, ¥n) = Crn, mit C* = C,,, (hermitesche Matrix)

Da €' hermitesch kann man eine Diagonalgestalt mit Hilfe von Unitéren Transformationen

U erreichen:
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cP =UtcUu

Wir sehen ein, dass man dies iiber das Matrizenprodukt erhalten kann, also

Z (Umawm; zﬁn[]nﬁ) - Z U,fmC'annﬁ = C£ﬁ5a5~

m,n

Die neuen (orthogonalen) Funktionen sind somit:

(bﬂ - Z l/JnUn,B
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3 Eindimensionale Probleme

3.1 Potentialstufe

Betrachten Potential mit Unstetigkeit an der Stelle x = 0.

0 firxz<0
V(z)=0

Vo firax >0

Zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung (]:I 1 = Ev) lautet somit

(_ﬁ_“i_; + v@)) ¥(z) = Bi(x).

1. Fall: £ <V, Im Bereich I bei z < 0 gilt:

2 1
_;_m%@bl(;p) = EYr(z) = ¢r(r) = Aexp(ikz) + Bexp(—ikx), hk = V2mE

Im Bereich /1 bei x > 0 gilt:

Yrr(x) = Cexp(—kx) + D exp(kz), hi =+/2m(Vy — E)

Randbedingungen

e ;7(z) endlich fiir x — oo. Somit folgt, dass D = 0 gelten muss.

e Anschlussbedingungen bei z = 0:
Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte ist konstant (durch Kontinuititsgleichung gegeben),

also

d . . o h . d d .,
%](13):0:>j(—6):](6), e — 0, mltj:%(¢%¢_¢%¢).
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= (z) und Li(z) stetig bei z = 0.
Bemerkung: Es gilt nicht, falls V(z) = Vyd(x — x) (siehe spéter).

e Es gilt dann allgemein:
L. apr(wo) = ¥rr(xo), (w9 = 0).
2. %¢I(x)|x:xo = d%@bn(w”x:mo.
Bemerkung: Statt kann man
() = - (o)
verwenden.

e Es folgt somit aus den Randbedingungen:

A+B=C
ik(A— B) = —rC

Damit erhalten wir v; und ¢;;:

B B
Kk + 1k explia)
= =:ex
—k + 1k P

1+ 8 214 explia)
= i exp(ia

{ Vr(z) = Aexp(ia/2) (e**7'% + e~ %) = 24e/? cos (ka — &)

B
A
C
A

Yrr(z) = Aexplic/2) (€72 + €'2) e™" = 2A4e™/% cos (&) e

e Parameter A durch Normierung festlegbar.
e Volle Losung ¢ (z,t) = 1(z) exp (—iZt).
e ¢;(x): Superposition einer nach rechts und einer nach links ebenen Welle: Stehende Welle!

e ¢;;(x): Rédumlich exponentiell abfallende Funktion: sog. evaneszente Welle! Eindringtiefe

— 0 fir Vy — oo.
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2. Fall: £ >V, Im Bereich I bei z < 0 gilt:

Yr(x) = Aexp(ikx) + B exp(—ikzx), hk = V2mE

Im Bereich 11 bei z > 0 gilt:

rr(z) = Cexp(ik'xz) + D exp(—ik'x), hk' = ~/2m(E — V),
Wellen mit & = 2{, kK = %\—T,r = N>\
e Betrachte von links einlaufendes Teilchen = D = 0.

e Stetigkeit von ¢(z): A+ B = C und von “L¢(z): k(A + B) = k'C somit folgt

B k—F ¢ 2
A k+k A k+k
Stromdichte:
. Bk, ) ‘ hE" o
je<0) =2 (AP = BR), (e >0) =~ |CP,
wobei R = % den Anteil der reflektierten Wahrscheinlichkeitsdichte beschreibt. Des

weiteren steht T = ’%% fiir den Anteil der transmittierten Wahrscheinlichkeitsdichte.

Uber j(z < 0) = j(z > 0) folgt:

B KICP

mit hk = vV2mE, hE = \/2m(E — V).

k— K\’ o kK
k+k )’ (kR

Bemerkungen
e > Vy= k~k - damit folgt, dass R — 0, T"— 1 gilt.
o F2Vy=k ~0 - damit folgt, dass R — 1, T — 0 gilt.

e Optische Analogie - Schrédinger-Gleichung:

(04 2 E=1)) vle) =0

Helmholtz-Gleichung;:

37



Kapitel 3. Eindimensionale Probleme

> n*w?
(d_xQ + 7) E(a:) =0
2 .2

= ¢ = 20(F — V) = E >V transparentes Medium.

c2

3.2 Potentialschwelle und Tunneleffekt

Siehe ,, The early history of quantum tunneling® fiir historischen Hintergrund, Physics Today,
August 2002 Seite 44.

Betrachte £ < 1},

Yr(x) = Aexp(ikx) + Bexp(—ikz), r < —a, hk=+v2mE

Yr(x) = Cexp(—kx) + Dexp(kz), —a<z<a, hk=+2m(Vy—E)

Yrrr(x) = Fexp(ikx) + G exp(—ikx), x> —a
Anschlussbedingungen x = —a:

Aexp(—ika) + Bexp(ika) = Cexp(ka)+ Dexp(—ka)

Aexp(—ika) — Bexp(ika) = % (—C'exp(ka) + D exp(—ka))

Addition und Subtraktion der 2 Gleichungen liefert

( A) 1 ( (1+i%) exp(ka + ika) (1 —i

) exp(ka —ika) (141

>x =

) exp(—kra + tka) C
) exp(—kra — tka) D
Analog fiir x = a

C 1 (1 —i%)exp(ka + ika) (14 if)exp(ka — ika) F
D 2\ (1+if)exp(—ra+ika) (1—i)exp(—ka — ika) G

Schreibe
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womit folgt, dass

A F
= ( B > :ML(]{Z,F&)MR(]{Z,Fd) ( a > .

Das heifit, dass mit € = £ — %, bzw. n =% + % gilt, dass

K
k

( A > _ ( (cosh(2ka) + % sinh(2ka)) exp(2ika) insinh(2ka) ) ( F )
B —insinh(2ka) (cosh(2ka) — % sinh(2ka)) exp(—2ika) G )

2

Fiir von links einfallende Welle (G = 0) gilt (Transmissionsamplitude):

F exp(—2ika)
sinh(2ka)

A cosh(2ka) + %

Transmissions-oder Tunnelwahrscheinlichkeit:

[FP_ 1
[ A2 1+ (1 + <) sinh?(2ka)
Grenzfall ka > 1 (sehr grofie oder breite Barriere):

T(E) =

1
- %, /2m (Vo — E) > 1 = cosh(2ka) ~ 5 exp(2ka) ~ sinh(2ka)

Somit folgt fiir die Tunnelwahrscheinlichkeit:

T(E) ~ —— exp( 4m>=16(k2“’f )exp< ra) = exp(— 5 \/2m(T; — B)(2a))

14+ <

= Exponentielle Unterdriickung der Transmission!

e Realistisches Potential: Potentialberg

Seien a, b klassische Umkehrpunkte. Approximiere das Potential durch N Teilschwellen

der Breite Ax zwischen a und b. Somit folgt fiir die Tunnelwahrscheinlichkeit:

T(E) = HT%(E) A exp (—MT“; ' V2m(V (x) — E)) —

<|I
@
>
ko)
/l_\
|
@\&
QU
)
<
)
3
<
&
|
5
N———

limpy 00 Az—0
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e Beispiele fiir Tunnelphdnomene

1. a-Zerfall (siehe Schwabl)

Beispiel: Polonium zu Bleikern.

a) 2°Po —2%® Pb+ a oder
b) 20po 2% Pb + o

Im ersten Fall ist F, = 8,95 MeV mit 7 = 3- 1077 s Lebensdauer. Im zweiten Fall
degegen ist E, = 5,41 MeV mit 7 = 1,2- 107 s (!) Lebensdauer.

Erklarung Das Coloumbpotential V(r) =

—ZITZZ e? mit Z; Kernladung der Tochter

und Z; = 2 Kernladung des a-Teilchens. Die Reichweite der Kernkrifte betragen ca.

R ~ 107" cm. Benutze nun die Formel fiir T(E) mit @ = R und b = Z£22¢2. Die

genaue Rechnung findet sich im Schwabl. Als Ergebnis erhalten wir

T(E) x exp <— (01 + %1)) .

7! entspricht der Zerfallswahrscheinlichkeit pro Sekunde. Es gilt dann

-1 Y 1 1
T xT(E)xexp|——=], =logy)— x—=.
( ) p( \/E) glOT \/E

2. Tunneln zwischen zwei Metallen:
Rastertunnelmikroskopie
STM ist die Abkiirzung fiir ,,Scanning Tunneling Microscope® und wurde 1982 ent-
deckt. Man kann damit, z.B. Topographische Informationen von Proben, durch kon-
stant halten des Stromes, erhalten, oder aber auch diese iiber Atomare Verschiebung

manipulieren.

3.3 Potentialtopf: Gebundene Zustinde

Betrachte Losung der Schrodinger-Gleichung fiir V(z) = =140 (a — |z|) und =V < E < 0. Das

Potential andert sich somit fiir z — —x nicht:
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= Spiegelsymmetrie. Somit folgt fiir den Ansatz der Wellenfunktion: Im Inneren wéhlen wir

eine Linearkombination von sin(kz), cos(kz).

e Gerade Funktion

Cexp(kr) ,r<—a
Y*(z) =< Becos(kx) Jzl <a
Cexp(—kz) ,x>a
mit hx = \/2m(—FE), hk = /2m(E+ Vp).
e Ungerade Funktion
—Dexp(kx) ,z < —a
Y (x) = ¢ Asin(kz) Jzl <a
Dexp(—kz) ,x>a
mit ik = \/2m(—F), hk = /2m(E + V).
e Gerade Symmetrie
r=a Bcos(ka) = Cexp(—ka)
—kBsin(ka) = —Crexp(—ka)
= tan(ka) = g (%)
Definiere nun
2mV s
k’o = ng 0 = k’2 + I<J2.

Damit folgt nun, dass

——— =1+ tan*(k
cos?(ka) + tan’(ka)

—
*
N

Die Gleichung (%) ist dquivalent zu

k
—, tan(ka) >0=Fk
0

| cos(ka)|

m—+ =

)

e o
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Die Losung dieser transzendenten Gleichung geschieht entweder numerisch (per Compu-
ter) oder grafisch (Schnittpunkte finden). Die Schnittpunkte &; liefern die Losung. Es gibt

endlich viele diskrete Werte k;.

e Ungerade Symmetrie

r=a Asin(ka) = Dexp(—ka)
kAcos(ka) = —Drexp(—ka)

= cot(ka) = —— (% * %)

Somit folgt direkt, dass in diesem Fall

1
|sin(ka)| = kﬁ’ tan(ka) < 0= ka € [(m — 5) T, mﬂ}
0

gilt.

Bemerkungen

1. Zusammenfassung

Zustand ka Symmetrie Knoten
¥ Grundzustand [0,3] gerade 0
Yy 1. Angeregter Zustand [7,7] ungerade 1
3
12

Yy 2. Angeregter Zustand [m,2Z] gerade 2

2. Grenzfall Vj — oo:

e Aus |cos(ka)| = % = ka=(i—3)m

¥ (x) = cos(kiz)O(a — |z|)

e Aus |sin(ka)| = % = kja =77j.

by () = sin(k;2)O(a — [z])
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mit 7,5 = 1,2,3,.... Fiir gerade und ungerade Losungen zusammen gilt
k=0 =1,2,3,...
2a

Somit folgt fiir die Energie

T2 h?
E,=— 2
Vot 2m(2a)2n
. In 2 Dimensionen
0 x| >a 0 Syl >0
Viey) = V() + Vi), V() = > ) = >5 -
-0 x| <a —o00 ,|<|<b

In diesem Fall folgt fiir die Energie

w2h? [ n? n’
E.n =FE, +E, =C - Y.
o= Bt B, = O+ 5 (s 4 )

Im Fall a = b gibt es eine Energieentartung aufgrund der Symmetrie des Problems.

. Allgemeine Eigenschaften der Lésungen

Man unterscheidet zwischen dem niedrigsten Zustand (n = 0), was dem Grundzustand
entspricht (Keine Knoten, Nullpunktenergie) und den angeregten Zusténden.
E < 0: Lokalisierte Losungen, gebundene Zusténde mit diskreten Energiewerten.

E > 0: Ungebundene Zustidnde, kontinuirliche Energieeigenwerte.

Anwendungen
a) Quantentroge in Halbleiterheterostrukturen (AG Ganichev)
b) Quantenpunkte entspricht kiinstlichen Atome (Quantencomputation)

c) Atome
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3.4 Spiegelsymmetrie und Paritat

Definition 3.4.1 (Paritéitsoperator) Der Parititsoperator P besitzt die Figenschaft

womit aus der Eigenwert-Gleichung

folgt:

P2¢(x) = P(Pd(x)) = P(\g(x)) = N’p(x) = d(z) = A = £1.

Die Eigenfunktionen sind:

N\ = { 1: Po*(zx)=¢*(z) =¢"(—x), gerade
—1: P¢~(z) = —¢~(z) = ¢~(—=), ungerade

e Sei Potential V() spiegelsymmetrisch, V(z) = V(—z). Somit folgt

PV(z) = V(-z)=V(z)
PH(x) = H(—z)p(—z) = H(z)Py
:>[ﬁ,15] =0

e Falls Hy(x) = Evp(z), folgt dann

PH(x) = HPY(x) = Hp(—x) | )
PEy(z) = Ey(—x) } = Hip(—z) = E(—x).

Damit ist ¢(—x) Losung der Schrodinger-Gleichung zum Eigenwert FE.
V() = (x) £ ¢(—2)

ist Bigenfunktion zu H mit Eigenwert E. Somit gilt Py®(z) = +¢=(x), d.h. ¢* ist

Eigenfunktion zu P zum Eigenwert +1.
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Fiir symmetrische Potentiale lédsst sich ein Basissystem wihlen, dass nur aus geraden und

ungeraden Zustdnden besteht.

3.5 Periodisches Potential

(sieche Cohen-Tannoudji Komplement O;y)

3.5.1 Bloch’sches Theorem

e Betrachte Teilchen in periodischen Potential

V(z+1)=V(z)

(eindimensionales Modell fiir Elektron in einem Kristall mit Gitterkonstante [):

. 92 . .

Definition 3.5.1 (Verschiebungsoperator) Wir definieren den Verschiebungsopera-
tor T} iber die FEigenschaft

Tig(x) = oz +1),

womit direkt folgt, dass

TiH(x) = H(z + D)p(z +1) = HT1¢(x).

Wir sehen somit, dass H invariant ist bzgl. Verschiebungen:

[Tl’ﬁ] =0

e Sei Typ(z) = A\p(x), mit

folgt, dass
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NA_; = 1= )\ =exp(al).

e Betrachte 1 (z) als simultane Eigenfunktion von T; und H und definieren

u(z) = exp(—ox)i(x)
u(z +1) = exp(—o(z + D) Frp(z) =
= exp(—o(xz +1))exp(ol)(x) = exp(—ox) = u(x).

Es folgt, dass u(x) ist Eigenfunktion von 7). Es gilt somit u(z + ) = u(x).

b(x) = exploz)u(e), u(z+1) = u(z)

k reell

= Bloch’sches Theorem
exp(ox) = exp(ikx),

Da [¢(z +1)]? = |[¢(z)|? = exp(ol) = exp(ikz) fiir Losungen der Schrédinger-Gleichung

mit V(z) = V(z +1).

3.5.2 Kronig-Penney-Modell

Wir betrachten ein stiickweise konstantes Potential mit Abstand [ = 2a 4 2b und Lénge 2a

Wir verwenden das Ergebnis aus [3.2] (Potentialschwelle):

insinh(2ka) )

s ( (cosh(2ka) + % sinh(2ka)) exp(2ika)
(cosh(2ka) — %esinh(Qlia)) exp(—2ika)

—insinh(2ka)
@ . Unter Voraussetzung von

: _ K k __ K k _
mte=z—+, n=¢+, K=

1. Stromerhaltung, also
(AP = [B]* = |[F] = |GP),

2. Zeitumkehrinvarianz, sprich H reell,
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3. Spiegelsymmetrie, also H(z) = H(—xz),
folgt allgemein mit

My, M
M= 11 12 ’
My Mo

dass My = M3,, Mis = =M, = — My = MJ;, also det M =1 gilt.

AN [ at+if if F
B B —Zﬁg o — Zﬁl G ’
mit «, 31, B2 reell und o? + 57 — G2 = 1.

e Anwendung auf Kronig-Penny Potential

Losung der Schrodinger-Gleichung fiir V =0, also a — | < x — nl < —a mit z.B. n = 0:

o(x) = Agexp(ikx) + By exp(—ikx)

Mit dem Bloch’schen Theorem folgt nun, dass

o +10) = p(a) exp(ikl), (@) = ¥(x — 1) exp(iki).

Dadurch kénnen wir Informationen iiber ;(z) erlangen.

= 1(x) = exp(ikl)o(x — 1) = exp(ikl) (Ag exp(ik(x — 1)) + By exp(—ik(x —1))) =
= Ajexp(ik(z — 1)) + By exp(—ik(xz — 1))
Un(x) = Apexp(ik(z —nl)) + B, exp(—ik(z — nl))
Uni1(x) = Apqrexp(—ikl) exp(ik(z — nl)) + Byt exp(ikl) exp(—ik(x — nl))

N An - « + Zﬂl Zﬁg An+1 exp(—zkl)
Bn B —’lﬁg o — ’lﬁl Bn+1 exp(zkl)

e Damit folgt
Apia _ A, mit D= (v — i) exp(ikl)  —ify exp(—ikl)
Byt B, )’ iByexp(ikl) (o +if)exp(—ikl) |
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Uber Induktion erhalten wir

AnJrl — D AO ‘
Bn+1 BO

e Fiir periodisches Potential muss lim,,_,4 ., D" existieren. Wir betrachten dazu die Eigen-

werte d von D:

0 = det(D —dE) = d* — dSpurD + det D =
1

= d* — 2(acos(kl) + By sin(kl))d + 1

1
=dy = - |SpurD=++/(SpurD)? —4
2\ ~—~—

reell

1. Falls |SpurD| > 2 folgt

de = exp(£0), di = —exp(£0), 0 reell.
Allerdings folgt mit

lim |d}| — oo, lim |d}| — oo,
n—oo n——oo

dass die Losung unphysikalisch ist.

2. Falls [SpurD| < 2 folgt
dy = exp(ikl), k reell.

Somit folgt, dass bei 1SpurD = cos(kl) folgt:

1 8
§SpurD = cos(kl) = accos(kl) + [y sin(kl)

3. Falls |SpurD| = 2 folgt

di =1= kil = Nn.

e Fiir Stufenpotential gilt:
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1. E—-Vy:
. W2 L2
cos(kl) = cosh(2ka) cos(2kb) — p sinh(2k) sin(2kb),
mit ik = /2m(Vy — E).
2. E>V —-0:
~ /{i/2 + ]{32
cos(kl) = cos(2k'a) cos(2kb) — TR sin(2k'a) sin(2kb),

mit Ak’ = \/2m(E — Vp).
= Nur bestimmte Werte von E = % sind erlaubt, fiir die [1{ bzw. eine Losung besitzt!
Zum Beispiel cosh(2k) > 1 = 2kb = N7 verboten.

= Energiebédnder durch Liicken (verbotene Energiebereiche) getrennt.

e Dirac-Kamm

lima— 0, Vy— o0, und alf = const.=:Vp,
weshalb aus [1] folgt.
~ 2mV¢
cos(kl) = cos(kl)+ 7;;2]{?@ sin(kl) =
limxHO sinzh:czl
sin(kl) , 2mVyal
= cos(kl) +p T mit p= P

e Entstehung von Energiebéndern (schematisch):
Falls N — oo Barrieren folgt, dass es N quasi-entartete Niveaus gibt. Dies entspricht den

Energiebéandern.

Bemerkung
SpwrD = +2 = kl = N7, d.=d_,

somit sind die Eigenfunktionen stehende Wellen, also

cos(Nwx)  sin(N7x)
() oc ) - oin(¥)
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3.6 /-Modellpotentiale

3.6.1 Einfaches /-Potential

Sei V() = —Vd(z) mit Vy > 0. V; hat die Einheit Energie mal Linge. Fiir die Schrodinger-

Gleichung folgt somit

2m

Fiir £ < 0 muss nun aufgrund der Stetigkeit integriert werden:

(_fi _ %(s(x)) b(z) = E(2).

V=) = T3 [ de (Vo) - B) ve) -
—2m ~
- G0+ 0

lim (¢/(1) = /(1)) = = =3 Vouo(0)

1—0

Als Losungsansatz wahlen wir

() = Coxp(—rlel), mit r= /2o,

welcher ¢ (z) — k?1(x) = 0 fiir o # 0 16st.

V() = { —Crexp(—kz), >0

Crexp(kz), x <0

Es gibt einen Sprung der Ableitung bei x = 0.

) 2m ~
%H}%(W(U —¢'(=1) = —ﬁvoiﬂ(o) = —2r1(0)
Wir erhalten somit
mVy Vom . .
K = T = F = Y=y einen Eigenwert.

50



Kapitel 3. Eindimensionale Probleme

3.6.2 Doppel-6-Muldenpotential

Wir setzen V (z) = —Vy(0(z — a) + 6(z + a)). Aufgrund der Paritéit ergeben sich symmetrische

und antisymmetrische Losungen.

3.7 Harmonischer Oszillator

3.7.1 Vorbemerkungen

e Sehr wichtig fiir sehr viele Bereiche der Quantenphysik.

e Oft sind niedrige Anregungen um Ruhelage relevant (Taylorentwicklung - Parabolische
Néherung).
Daher ist eine Entwicklung um die Ruhelage V' (xy) iiber

Vi(z) =V(xg) + V'(xo)(z — x0) + %V”(mo)(x —x0)% + ...
—0

sinnvoll. Man erhélt fiir den Hamilton-Operator

e Eigenwertproblem

wird durch Umformung zu

Definiere nun

2 h o _E
.'EO——, Z = —), /\—E,
mw T B

als charakteristische Léangen- und Energieskala. Somit folgt:
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(d2 —|—/\—z>¢(2) =0, /OO dz|¢(zo)|2:xi

dz? oo 0

3.7.2 Losung durch Potenzreihenansatz

e Asymptotisches Verhalten (— 00):

2

s Ly 2y 5 ) =z
Z d2 = Z ZO(eXp 2

e Ansatz fiir beliebige z

l\DlN
~_

<
—~
S
I
('D
>
ko]
/—\

w|‘\1
v

¥
=
=
&
I
(‘D
»
o

2exp (_%
) k()2 exp <_ ) T h(2) exp (_5) _ h(2) exp (_5)

2) — 2:h/(2) + '(2)) exp (—;)

no | 8,

w//(z) — h//( )eXp

/—\/_\
|
2o | 8,

~—~

S0 = (B

Wir erhalten somit eine Differentialgleichung fiir h(z) aus der Schrodinger-Gleichung:

h"(z) —2zh'(2) + (A = 1)h(2) =0

e Potenzreihe fiir h(z):

W
v=0
Somit folgt mit der Differentialgleichung, dass

0= Z (avv(v —1)2""% = 2za,v2" ' + (A — 1)a,2") gilt.
v=0
Damit die Potenzreihe die Differentialgleichung erfiillt, muss der Vorfaktor fiir jede Potenz

verschwinden.
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20 (v+2)(v+ 1ayss —2va, + (A —1)a, =0

Wir erhalten somit eine Rekursionsformel:

2v+1-— )\
v+2)(v+1)

Nebenbetrachtung Fiir grofie, gerade v = 2k kénnen wir (grob) nihern:

Qyi2 = ( Qy

2 1
A2(k+1) = Quy2 = oM = k—_HGZk
1
N io: 2%k f: (22)k _ ( 2)
AopZ = " exp (z
k=0 k=0

Entsprechend fiir ungerade Potenzen.

= Potenzreihe muss abbrechen! Rekursion bricht ab beim Grad n, wenn

2n+1—-A=0 < A\, =2n-+1.

Somit folgt fiir die Eigenwerte:

e Bemerkungen

1. Die Normierbarkeit (Randbedingung) fiihrt iiber die Abbruchbedingung zu diskreten

Energien.

2. Der niedrigste Eigenwert ist

hw
E0:7>0,

die Nullpunktenergie. Klassisch ist die niedrigste Energie gleich Null. Quantenme-

chanisch ist dies eine Konsequenz der Unschérferelation:

() = (p) =0,
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aus Symmetriegriinden, und somit

= (Ax)* = (%), (Ap)* = ().

Die Unschirferelation ergibt nun

(Ax)(Ap)? > (—)

Somit folt fiir die Energie

E = <f{> _ <ﬁ2> + lmw2<§:2) >

T om 2

Das Minimum liegt nun bei £ > %, da

3.7.3 Diskussion der Losungen: Hermit'sche Polynome

Betrachten Rekursionsformel

2v+1-—A
v+2)(v+1)

Ay = ( Qy,

mit dem Abbruchkriterium A,, = 2n + 1:

e n=0, A\=1:ho(z)=ag, wihle ap = 1,a; = 0: Hy(2) = 1.
Aus der Wahl von ag, a; folgt direkt

m=a3=a;=a7=..=0, a=a4=0a5=0as=..

e n=1 A=3:hi(z) =a1z, mit agp = 0 wihle a; = 2: H,(z) = 2z.

=0.

e n=2A=5: hy(z) =ap(l —22%), mit a; =0 wihle ap = —2: Ha(z) = 42* — 2.

en=3A=T h3(z) =a(z — 22%), mit ayp = 0 wihle a; = —12: Hs(2) = 82° — 12z.

3
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Allgemein

sog. Hermit’sche Polynome.

Eigenschaften

1. Erzeugende Funktion - Wir betrachten

F(z—t)=exp (—(z —t)?).

Eine Taylorentwicklung ergibt

F(z—1) —H,(z) exp —z2) .
n!
n=0
Somit folgt fiir die erzeugende Funktion
exp t2 + 2tz —H,(z
n=0 n!

2. Orthogonalitdt und Normierung

/ dzH,(2)Hy (z) exp (—2°) = /72"n!0,y

o0

3. Rekursionsrelation
4 H,(z) =2nH,_1(2)

o zH,(2) = nH,1(2) + 5Hpy1(2)

Eigenfunktionen des Harmonischen Oszillators Somit erhalten wir, dass

und
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orthogonal sind und

[ vr(a)m(w)de = b,

1
E, = hw — .
(n+2)

Klassische und Quantenmechanische Aufenthaltswahrscheinlichkeiten im Vergleich.

Der zugehorige Eigenwert ist

Quantenmechanisch
qudx = |wn (:L‘) ’2dx

Klassisch

dt
Whdr = T

mit d¢ als Aufenthaltsdauer in do und T' = 2%, Klassisch ist z(t) = asin(wt) mit E = 3mw?a®.

Somit folgt

2\ >
dxr = aw cos(wt) = aw (1 — <E> ) dt.

a

Somit folgt fiir die Klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit

Widz = ,zl <a
m

3.7.4 Algebraische Methode

Definition 3.7.1 (Besetzungsoperator) Uber die Operatoren a,a’, welche durch

. mwx + 1p 1 T d
¢ dmwh V2 (x_o * x“%) ’
o = mwt — ip - L (ﬁ _ $0i)
2mwh V2 \ zo dx
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definiert sind kann man T und p zusammensetzen:

T = 2wm(a+aT),
p=—1 zm(a—af)

Aus dem Kommutator [2,p] = ih = [a,a']ih. Des weiteren gilt

[a,a'] =1, J[a,a] =[a',a']=0.
Fiir den Hamilton-Operator gilt folgende Relation:

H= 7(&*& +aal) = hw(ala + =)

Als Besetzungsoperator definieren wir nun

n=a'a
und konnen das Problem nun auf Auffindung der Figenwerte dieses Operators reduzieren.

e Wir suchen Losungen der Eigenwertgleichung

b, = vy, n=ala.

e Berechnung der Eigenfunktion ¢,

V(Y ) = (Ynu, a'ar,) = (adnu, anu) > 0

Es folgt, v > 0. Aulerdem folgt aus der Gleichung, dass die Norm von aiy verschwindet.

Wir stellen somit fest, dass

d?ﬂo:O@(i*l-ﬁ)%:U,

2
dr  xj

gilt und die Eigenfunktion somit
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ist.

da wir die Kommutator-Regel [AB, C] = A[B, C| + [A, C]B ausgenutzt haben.
Behauptung @'y, ist Eigenfunktion von 7 mit Eigenwert v + 1.

Beweis
a(afp,) = (atn +ap, = (v + 1)aly,.

Fir die Norm erhalten wir

(dTwm &T¢nu> = (%, &dT@Z)V) = <¢Va (&dT + 1)¢V) = (V + 1)(%, @bu) > 0.

Somit gilt fiir auf 1 normierte 1, und ¢, 1:

', = Vv + 1,4

Ausgehend von 1) erhalten wir

L =Ly
¢n—\/ﬁa¢n—1—m(a) o.

Behauptung av, ist Eigenfunktion von n mit Eigenwert v — 1.
Beweis

Adnh, = (an — a)b, = (v — 1)at,.

Daraus folgt fiir v = 0 wieder ay)g =0 und v > 1

&¢V = ﬁ¢u—1 .
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Behauptung Mit v, n=0,1,2,... sind alle Eigenfunktionen gefunden.

Beweis durch Widerspruch Angenommen es géibe einen Eigenwert v =n+a, n €N

und 0 < a < 1, dann gilt

iy, = (n+a)y, = n(a",)=al@™y,), @ y,) = (a—1)a"""yp,).
Da die Norm a"*', existiert und o — 1 < 0 ist, giibe es eine Eigenfunktion von 7 mit
endlicher Norm und negativen Eigenwert. Dies steht im Widerspruch zur Positivitét der

FEigenwerte von n.

3.8 Bewegung im elektromagnetischen Feld

3.8.1 Hamilton-Operator

e Betrachte Teilchen mit Masse M und Ladung e im elektromagnetischen Feld E(7, t), B(7, t):

F= 1% vp  B-vxi
c ot

mit dem Vektorpotential A

e Die Hamiltonfunktion

1 /. e 2 .
Hy = — (p - —A) + e®(7, 1)
2m c

liefert die klassische Bewegungsgleichung

nﬁ:e(—x§+ﬁ>.
C

Aus H = Hy(F, p) bekomnmt man die Schrodinger-Gleichung

o\ 2
e, 1 (h eA
n? _, he - o 2 A2
= (—%V — 2mic(VA + AV) + 5ot e<1>> .
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Unter Verwendung der Coulomb-Eichung VA=0 folgt nun

2 - 2
indy = <—h—v2 L N ecb) " (3.1)
2m me 2mc?

ot m

Bemerkungen

1. Verhalten unter Eichtransformation

A A+ VA, <I>Hq>':c1>—%—/;.

Wir finden, dass obige Gleichung identisch ist mit

L0, [ 1 (h e -\’ ,
2h§¢—(%(zv—5fl) +€(I)>1/17

mit 1" = exp (£A(7, ) (7, t).
2. In der klassischen Physik erscheint A als Hilfsgrofe; in der Quantenmechanik ist A(7, ¢)
ein fundamentales Potential (z.B. Ahronov-Bohm-Effekt).

3.8.2 Konstantes Magnetfeld

Sei nun B(7,t) = B(¥) = Bé,. Wir wihlen

e Betrachten den zweiten Term in (3.1)):

e v ) B,

mc 2mc

ﬁeﬁw _ the (—1) (7 x B)Vi =
mc 2

wobei ausgenutzt wurde, dass Ax BB = A x CH ist. Setzen wir nun L = 7 x P ein, iiber
Quantenmechanische Operatoren, so erhalten wir
1he

(Fx V)By = —— LBy = Hpy.

2me 2me
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e Betrachten den dritten Term in (3.1)):

62 22

- -, - B .
A = —— (IFPIBI = (7B)*) v = —— (a® +y") = Hpy.

8mc? c?

62

2mc?

e Hp liefert den Beitrag zum Paramagnetismus, wahrend Hp den Beitrag zum Diamagne-

tismus liefert.

e Groflenordnung fiir e~ in Atomen:

<:1:2 + y2) ~ ag, (L,) =~ h,

wobei ag der Bohr’sche Radius ist. Fir das Verhéltnis von H p zZu H p gilt

<I::TD> ~107°B (Tesla).
(Hp)
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4 Zentralkraftfeld

4.1 Schrédinger-Gleichung fiir Zentralkrafte

Der Hamilton-Operator der Schrodinger-Gleichung ist fiir ein Zentralkraftproblem durch

52
o= + V{(r)

2m
gegeben.

4.2 Der Drehimpuls
Sei ¥ = (x,y, z) = (1, %2, z3). Der Drehimpuls ist nun gegeben durch

- h
L::E’X_’:—.ixv, Li: EiikXiPk.
P Z( ) ]zk: kL Pk

Definition 4.2.1 (Levi-Cevita-Symbol) Wir definieren den total anti-symmetrischen Ein-
heitstensor. Es gilt

+1 4,5,k ={(1,2,3),(3,1,2),(2,3,1)}
k=19 —1 4,5,k=4(1,3,2),(2,1,3),(3,2,1)}

0 sonst

Bemerkung L ist ein hermitischer Operator. Es gilt:
Ll = Z&jk(%?kﬂ = Z&jkplx} =
j.k K

J
= E EijkDKTj = E EijkTiPe = Ly
Jk Jk
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4.2.1 Vertauschungsrelationen

[Li,l‘j] = ZhZEZ]k.CL’k
k

[Li,pj] = ihZ&jkpk
k

[Li,Lj] = ZhZé‘kak
k
[p,z;] = —ihdy;

Llw] - : :Eikll‘kplxj = E EiklTRT ;P — th E Eik’ll‘k’(slj =
k,l k.l el
= x E EikiTrpr — th E EinjTr = v;L; + il § :gijkxk
k,l k A

= [Li,l'j] = Lixj — iL'jLi = ZhZSZ]kxk
k

4.2.2 L als Erzeugende von Drehungen

Satz 4.2.2 Der unitdre Operator

i~ = i~ =
Us, = exp (ﬁégoL) ~1+ ﬁégpL
bewirkt eine Drehung um den infinitesimalen Winkel d¢p = |5Zp|

1. Unitéritat von Us,:

Lo = _
Uggo = exp (—ﬁ&pL> = Uésol'

2. Us, bewirkt Drehung:

Us (@) — (1+3520E> (@) = (1+ 59(F x V))(@) =
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4.2.3 Spektrum der Drehimpulsoperatoren

Eigenwerte aus Vertauschungsoperationen

[Li7 LJ] = ZFLZ 5ijkLk'
k

Definition 4.2.3 Das Quadrat des Drehimpulsoperators

LP=L2+ L+ L2

Dieses kommutiert mit L;,

[L27 Ll] = 07

das heifit wir konnen L* und ein L; gemeinsam diagonalisieren.

Definition 4.2.4 Wir definieren den Hilfsoperator

Li=L,+iL,.

Es erqgibt sich direkt, dass

Ly, L, =L, +iL,, L,| =[L,, L,] + +i[L,, L,| = —ihL, + i(ihL,) = £(—hLy).

Ziel ist die Bestimmung der Eigenwerte von L,. Wir machen folgenden Ansatz:

Lz,lvblm = hmd)lm .

Uber unseren Hilfsoperator gelangen wir zur Auswahlregel.

L.Lity, = LiL by, = hlity, =

= hmLiy, £ ALy, = h(m £ 1)Ly,

Wenn hm ein Eigenwert ist, dann ist auch —hm ein Eigenwert. L—hz hat Eigenwerte

m=0,+1,42, ..

64



Kapitel 4. Zentralkraftfeld

fiir den Drehimpuls. Wir erhalten aber auch noch andere Eigenwerte und zwar

1 3
_4- 42
M=+ Fy

fiir den Spin!
Eigenwerte von L?> Uber

[Li, L% = [Ly £iLy,, L} =0, L*Ppm, = B2+ 1)y

finden wir raus, dass 1, eine gemeinsame Eigenfunktion von L? und L, ist.

L*L iy, = Lyl = R + 1) Lity,.

Da Ly, sind Eigenfunktionen von L, mit verschiedenen Eigenwerten h(m £ 1) und Eigen-
funktionen von L? mit dem gleichen Eigenwert /2I(+1). Es gibt ein maximales m. Wir nennen

dies Mpax =: M.

<L2 - Lz)¢lm = L2¢lm - h2m2¢lm = (Li + Lz) wlm
>0

Wir erhalten somit, dass m? beschriinkt sein muss, da L? + Lg positiv definit ist. Somit folgt

Lyt = Vi = 0.

Wir stellen nun fest

L_L,=(L,—iL,)(Ly +iL,) = L? 4+ L2 +i[L,, L, = L — L2 — hL..

Damit konnen wir nun einsehen, dass

0=L_ Lyt = (L* — L? — hL.) Y = L% = (L2 4+ RL.)r.

Wir erhalten also

Ly = B2M*ag + hM by = B2M (M + 1)ty

65



Kapitel 4. Zentralkraftfeld

Zusammenfassung der Ergebnisse

Ly, = R+ Dy, mit 1=0,1,2, ...,
L.y = hmaly,, mit m=-1,—-1+1,..0,..,0—1,1

Dies ist eine Konsequenz der Vertauschungsoperationen.
Bemerkung Fiir jeden Drehimpulsoperator f, definiert durch die Kommutationsrelation

[ji7 j]] = gijkjkv
gilt:

2 = h2j(j + 1)
Jab = hma, m| <j

mit entweder j = 0,1,2,... (Bahndrehimpuls, bzw. Spindrehimpuls fiir Bosonen) oder j =
3 %, ... (Spindrehimpuls fiir Fermionen).

Bemerkung Leiteroperator Ly=1L,+ z'[:y oder allgemein Jp=J, + z'jy. Es gilt:

[AJ:twlm = O:twhm:tla

mit Cy = hy/(Igm)(l £m +1).

4.2.4 Eigenfunktionen von L2 und L,

Erinnerung:

~
-

L= ho

X ——=.
107

Wir gehen nun in Kugelkoordinaten iiber. Die notwendige Transformation lautet:

=P
=P

X p=

=P

X

h
V=
7

x = rsind cos p
rsin 1 cos ¢

7 cos ¥
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Kapitel 4. Zentralkraftfeld

Somit erhalten wir neue Einheitsvektoren

sin v cos cos 1 cos —sing
e = | sinvsing |, €y = | cosvsing |, é,= cos
cos —sin v 0
Man findet dann:
i = ZTéTX(A a+61918—|-é ;i):
1 "Or rdd  rsind 0y

_ E’ _/ LE_FHQ
— T\ %%moa, " “an )

A 8
L, =
- o
. 0
L, = —ih (sm Ya5 cos @ cot UV — ) ,
dp
A 0
L, = —ih| cos gD% — sin ¢ cot 19&0

Aus der Elektrodynamik weifl man, dass die Kugelflichenfunktionen Y}, (19, ¢) Eigenfunktionen

von L? und L, sind. Sie sind Losung der Differentialgleichung

1 02 N 1 0
sin? ¥ Op?  sind OV

~~
i2
—iz

., 0
(sm 19%> +H(l+1) | Yim = 0.

J/

Ausgeschrieben ergeben sich die Kugelflichenfunktionen aus

B mt|m] 2041 —|m|)! im
Yim(9, ) = (=1) \/ = U mh P (cos 9) exp(imp),

mit assozierten Legendre(-Polynom) Funktionen. Diese lauten

R,  §=cos?d, m =0,

sowie
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1 d —1)! d
Fﬂf):z?ﬁﬁﬁ?x52_'ml::(2u3 (d«nsﬂysnflﬁ>’

die sog. Legendre Polynome.

Eigenwertgleichungen Wie im vorherigen Abschnitt schon festgestellt, ergeben sich die Ei-

genwertgleichungen zu

LY, = —121(1 + 1) Yy, 1=0,1,..
ﬁﬂm:—m%Em:mMm,m:—L4+LmﬂwJ—Ll.

Eigenschaften der Legendre-Polynome
1. B(€) sind Polynome I-ten Grades in &.
2. Pozl, Plzf, PQZ%(3£2—1), szé(553—3£),

Eigenschaften der Kugelflachenfunktionen

1. Orthogonalitét

s 2w
ViYoo) = [ 0500 [ d¥; (0,00 Yo (9.0) = BB
0 0
2. Vollsténdigkeit

[e%s) l

FO,0) =" cmYim(d, )

1=0 m=—1

und

00 l
DO Vi@, 0)Yi(V, ) 50— 9)o(e — ).

sin 9

o~

=0 m=
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4. Additionstheorem

I
2 1
Z Yim (0, @) Yim (¥, ') = 14; Pi(cos o),

m=—I

mit «, dem Winkel zwischen den durch (¢, ¢) und (¢, ¢') definierten Vektoren.

5. Paritatsrelation (bei 7¥'+— —7)

PYin(8,) = Yim(m — 9,0 + 1),

tiber cos(m — 1) = — cos(¥) folgt:

PYi(9,¢) = exp(imm) (—=1)"Yiu (0, ) = (=1)Yi (9, 9).
Somit ist ¥}, Eigenfunktion von P mit Eigenwert (—1)L.

6. Die Y}, sind keine Eigenfunktionen zu L, und f/y. Es gilt:

<Y2m7 [AJ:L‘YEm) =Y (nga ﬁy%m) =0.

A

(Ly + L_) ist. Wir stellen jedoch fest, dass

Es wurde ausgenutzt, dass L, = %

R . 1 Ny h?
(Yim: L2Yim) = (Yim, L2 Yim) = §(Yzm, (L* = L2)Ypy) = 5(l(l +1) —m?).

Dies ist minimal fir (Y, [A/inl) da die Zustdnde Y in der x — y-Ebene konzentriert sind.

7. Spektroskopische Bezeichnung:

[ | Orbital
0 | s
L] p
2 | d
31 f
|
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8. Polardiagramm

Man definiert fiir { = 1, m = {0, %1} die Orbitalen P,, P,, P, mit

1 /3 /3
P, = —Y1 —Yi)= Esinﬂcosgpz 47rf

S

4.3 Radialgleichung fiir Zentralkrafte

Die Schrodinger-Gleichung hat fiir Zentralkréfte die Form

(~3o7+ V() ) () = Bo(0),

Wir schreiben den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten, da das Problem rotationsinvariant

ist.

¢ o _® 20 11
Toox2 Oy 022 or? ror  r?h?

wobei

. 1 90 0 1 92
R LANNEE SN
h (Slnﬁ 819(Sm19819) * sin2193302>

Es folgt: [H, L?] = 0.
= Suche Eigenfunktion ¢, die gleichzeitig Eigenfunktionen von H und L? sind. Als Ansatz

wahlen wir hierzu

Y() = (9, 0) = R(r)Yin (9, ).
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Somit ergibt sich fiir die Schrédinger-Gleichung im Zentralpotential

(9% 20 L?
(‘% (a_ * W) T o V) v=EY,

mit L2Y;, (9, ¢) = R2I(1 4+ 1)V (0, ¢). Es folgt die Differentialgleichung fiir den Radialanteil:

(—h—2 ( el 22) SR V(r)) Ry(r) = ER(r).

om \orz ' ror 2mr?

Mit der Substitution u;(r) := rR;(r) folgt

& 2m K21+ 1)
—WU,[(T)—F? V(T’)‘FW—E ul(r):O.
Z

Diese Radialgleichung fiir u(r) erinnert an die eindimensionale Schrodinger-Gleichung. Zusétz-

lich ist noch der Zentrifugalterm Z enthalten. Fiir das Wasserstoffatom ergibt sich

2
Vir) = —eXi( ), Vig =V +Vy.

e Normierungsbedingungen

=1
2 T o [e'e)
1= / A7 (r, 0, )2 = / dg / 49 sin 0| Yin (6, )2 / drr?| Ry(r)|2.
0 0 0

Wir benotigen somit nur noch die Normierung der Radialen Funktion:

1= [T ROP = [P

Durch die Substitution kann man hier leicht aussagen machen.

e Verhalten fiir r — oo

lim [u(r)] < —

r—00 \/7_"—|—5

e Verhalten am Ursprung r = 0
Fiir V(r) # 6%(r) = (%) muss u(0) = 0 gelten. Ansonsten wiirde Ap = V2“2 o §(7)u(0)

gelten. Dies ist ein Widerspruch zur radialen Schrodinger-Gleichung!

, >0, a € R = const.
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e Fiir r — 0 folgt mit 72V (r) — 0 (z.B. Coulomb-Potential oder Kasten-Potential)

CARET) P

Wir erhalten somit

w(r) = Ar'™ 4 Brl.

Dies gilt fiir regulire und irreguliire. Die physikalische Losung gibt wu(r) oc Ari*! als

r— 0.

e Beispiele fiir V (r)

—VoO(R — ) Kasten
V(r) = Tmw?r? Harmonischer Oszillator ,
\ —ZTez Coulomb
jl(fr? fii ng(vﬁ ) Kasten
Ri(r) o =0 > sin(gr) ¢=Y—F—
rtexp(—%) Harmonischer Oszillator
rtexp(—2r) Coulomb

4.4 Das Wasserstoffatom

4.4.1 Losung der Radialgleichung

Sei V(r) = —Z762. Definiere fiir gebundene Zustande (E < 0):

9 2mE
o=

Somit folgt fiir die Schrodinger-Gleichung:

d? (l+1) 27 9
(W— 2 +E—R)UZ(T)—O,

. 2 . .
wobei ag = % der Bohr’sche Radius ist.

Wir erhalten als Losung fiir r — oo:
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2
(% - m2) w(r) =0 = w(r) < exp(—kr), r — oco.

e ) — _ 2z
Definiere: o = kr, 0o = —

2 Ul+1) o
> (da =" g -1)uta=o

Zur Losung stellen wir folgenden Ansatz auf:

w(0) = 0" f(0) exp(—o).

Einsetzen liefert uns

f
do?

Wie schon beim Harmonischen Oszillator versuchen wir f iiber einen Potenzreihen Ansatz zu

df

0 +2(l+1—g)d—g+(£)0—2(l+1))f:0.

erhalten:

Erneutes Einsetzen liefert uns

aprr (k+ Dk +2(1+1)(k+ 1))+ (=2k + (00 — 2(1 + 1)) a, = 0.
Somit erhalten wir folgende Rekursionsbeziehung:

k+1)(k+20+2)

Eine kurze Konvergenzanalyse fiir grofle k zeigt uns, dass

Ap+1 = ak<

k11 _ 2k . 2

Qe ﬁ N k‘
Wir vergleichen dies mit
o 1 o
exp(20) = ), (Z0)" =) ajo*
k=0 k=0
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Wir stellen fest, dass

al,, 2Lk 2 2

d, 2 (hr 1) k+l &

Somit kann man sagen, dass sich -, ax0" wie exp(2p) verhilt. Die Potenzreihe muss abbrechen!

Wir lesen folgende Abbruchbedingung ab (fiir n, = 0,1,2,3,...):

00=2(n,+1+1)

Mit o9 = 30—2’{ folgt

22 d mit i+l oo 2B
kag = ——— und mit n=n, K ag = — —
* T 2n, +1+1) 0 h? m2et
Das heifit
g _meZ
2h?% n?

Wir nennen n die Hauptquantenzahl, n, die radiale Quantenzahl. Fiir festes n kann [ =

0,...,n — 1 annehmen. Die Zahl der Zustdnde mit gleicher Energie n sind (n, [=0,1,....n —

L, —l#m#I):
—_———

2041

Die Zustande sind also entartet!

Bemerkungen
1. Fiir allgemeine Zentralkraftprobleme bekommt man nur (21 + 1) Entartung.

2. Entartung wird durch relativistische Effekte (Feinstruktur), Quantenelektrodynamische

Korrekturen, Wechselwirkung mit Kernspin (Hyperfeinstruktur) verursacht.

Radialwellenfunktion

n—1—1)(2k)?
2n((n + 0)1)3

Ry = rtexp(—nr) fu(r) = — (( )2 (2kr) exp(—rr) L2 (2kr),
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mit Normierungsbedingung und den assozierten Laguerre-Polynomen,

p dp dq q
Lh(x) = s (exp(x)% exp(—x)x ) :
Ly(a)

Lg() heifit Laguerre-Polynom. Die L? sind Lésung der Differentialgleichung

d? d
1

die mit r = 5znagr, p = 21 + 1 und ¢ = n + [ identisch ist mit der Differentialgleichung fiir

fr(r). Wir kénnen die Laguerre-Polynome verkiirzt schreiben als

k

Li(w)zi(—D’““( ' )y

o k-+s

Bemerkung Beziiglich R,; stellen wir fest, dass

1. Zustédnde mit [ = 0 am Ursprung endlich sind und

2. Zustdnde mit [ > 1 bei r = 0 verschwinden.

Die Radialwellenfunktion R,; hat n, =n — [ — 1 Knoten (positive Nullstellen).

4.4.2 Spektrum

Zustande mit maximalen [ = n — 1.

Rn,n—l(r) X Tn_l exp(—/fr),

n _ n’ag
k  Z
dem Radius der klassischen Kreisbahn aus dem Modell von Bohr.

weil L3"~ | = const.. Lokalisiert bei ry = (Extremwert der Funktion). Dies entspricht
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5 Abstrakte Formulierung und

Hilbertraum

Bisherige Diskussion:
1. Quantenmechanische Zusténde — Wellenfunktion ¢ (7).
2. Statistische Interpretation iiber |¢(7)|* (Wahrscheinlichkeitsdichte) mit [ d*rfy|* = 1.

3. Physikalische Groflen, Messwert. So sind Observablen Hermitische Operatoren zugeord-
net (z.B. z,p, H, ...), mogliche Messwerte sind Eigenwerte von O. Der Mittel- bzw. Er-

wartungswert ist

0) = [ #rir @00
Fiir die Unschérfte / Varianz definiert man

2

(AO)? = / (i) | 0= (0) | v,
50

4. Eigenwerte und Eigenfunktionen hermitischer Operatoren:

Diese sind Orthonormal:
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5. Basis und Vollsténdigkeit:

¢(F) = Z Cn(bn(ﬂa

wobei diese Eindeutig ist. Die Entwicklungskoeffizienten erhélt man iiber

(G ¥) = (Dims Y eatn(P) = D e (D b0) = Cm.
n n 5m,n

Erneutes Einsetzen liefert uns die Vollstandigkeitsrelation

B = 3 ena() = / Fr'S G ().

5.1 Vektoren im Hilbertraum

5.1.1 Zustandsaxiom

Physikalische Zustinde werden durch Vektoren |¢)) eines komplexen Vektorraumes

dargestellt.

e Dimension — festgelegt durch das physikalische System. So ist die Dimension eines freien

Teilchens unendlich, wiahrend %—Spin zwei Dimensionen besitzt.
e Nach Dirac nennt man [¢) ,ket®.
e c|y)) und |¢) (¢ Komplex # 0) beschreiben den selben Zustand.

e ¢(x) Komponenten von [1) in einer speziellen Basis (Ortsbasis).

5.1.2 Dualer Raum, Skalarprodukt, Hilbertraum

&1
YE)— | | = ),
Cn,

und
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(@) = (], en) = (Y.
o (1] ist zu |¢) dual. (| heifit ,,bra“ nach Dirac.

e Sei nun

Y(x) = M1+ Ay
Yi() = AT+ Ass
(M1 + Agtha| = AT(Wh| + A (eal.

<
I

e Skalarprodukteigenschaften

(plv)) = Wlp).

L

2. {plMp) = Mepl) sowie (Aplh) = A" (p[¢)).
3. (
4.

YY) >0, (W) =0« [i) =0.
Qlr 4 ha) = (@ln) + (plha).

Der komplexe vollsténdige Vektorraum mit genau diesen Skalarprodukt heiffit Hilbertraum H.

5.1.3 Darstellung mit Hilfe einer Basis

Sei {|¢;)} Orthonormalbasis von H. Wir wissen, dass (¢;|¢;) = d;;. Somit folgt aus

) =D _cilva) = (Wilv) =i [0) =D i) (Wilv).
7 7 1
Beispiele

1. Energiezustinde H|[1,) = E,|i,):
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2. Eigenzustinde zu L? (Drehimpuls):

wl,m(ﬁa 90) - |l7 m>7 <lm|l,m/> = 5ll’5mm’-

Wir erhalten somit insgesamt

1= |l m){l,m].
Im

3. Eigenzustidnde des Ortsoperators:

zlx) = z|x), (x]2'y = 0(x — 2), 1= /dx|:1:>(:c|

Somit ist ¢ (z) = (z|)) die Wellenfunktion in Ortsdarstellung.

5.2 Operatoren im Hilbertraum

5.2.1 Definitionen

1. A ist Operator im Hilbertraum H, wenn zu |¢)) € H auch |@) = A|yp) € H gilt.

2. A heifit linear, wenn

A ) + Aalthe)) = MA|gr) + AaAlys),
mit Ay, Ay € C gilt.

3. Produkt zweier linearer Operatoren:

(AB)[) = A(B|y)).
Beachte: Im Allgemeinen ist AB # BA! Somit gilt allgemein AB — BA = [A, B] # 0.

4. FEinsoperator:

L|g) = ).

Nulloperator:
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0fep) = |0).

5. |p) = Alp). Inverser Operator: A=) = [1).

6. Matrixelemente von A:

Y1), o) € H — Skalarprodukt: (vy](Afs)) = (1| Afihy) € C.
c€H

5.2.2 Assoziativitatsaxiom

,Alle erlaubten Anwendungen von Bra- und Ketvektoren sowie Operatoren sind assoziativ.*
Nicht erlaubt, z.B. A(y)|, [¢)A...

e Behauptung: x = [1)(p| ist Operator. Wihle |x) € H und wende x an:

([0){ex) = [ ({elx) = [W)e = c[¢) € H.
——

ceC
Somit gilt fir A € C:

[OA =AY, (@lA[Y) = Aeld).

e Projektor auf Zustand |¢) € H, (¢[¢) = 1:

]511, ist idempotent! Somit folgt

P2lg) = [} () (o) = Pylep).
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e Der zu A adjungierte Operator A':

o) = A) — (o] = (] AL,

Bemerkungen

e Fiir [¢p) € H beliebig folgt mit (p|v)) = (¢¥|p)*, dass

(XIAT [v) = (] Alx) .
o~ —=

(ol )

e Selbst adjungierte oder hermitische Operatoren bei denen A=At gilt

(W[Alx) = (xlAl)™.
Speziell kann man damit zeigen, dass hermitische Operatoren reelle Erwartungswerte

besitzen, denn

(W] AJp) = (PAJp)* = (A) € R,

5.2.3 Matrixdarstellung von Operatoren

e Sei {|¢;),i = 1,..., N} Basis von H. Ein vollstindiges Orthonormalsystem ist gegeben,

denn

L= ) (il

e Es folgt

X X:Z ) (i) X [15) (b1,

d.h. wir kénnen X in Matrixdarstellung wie folgt schreiben:
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(Wi|XJebr) (1| X [ahn)
X =] (o X|h)
: (Un|X|ihw)

Erinnerung  Wie wir wissen ist |¢;) (1] ein Operator, (¢;|X|¢;) eine komplexe Zahl und somit
X iiber diese Form als eine N x N-Matrix darstellbar.

Matrixdarstellung von |i;) = X|t),) Sei

N N
o) =D asly), ) = byly).
p =1

Wir schreiben nun:

Zbi|¢j> = Z%‘XWJ‘) o by =7

(%I(zj:bﬂ%‘» = zj:bj<¢1;|%j>=bk

J

= > ai(nlX|y) = b =D a; Xy, =
j j

= ) Xia
j

Xll XlN
by . a1

= [iy) = : =

by ' ' an
XNl XNN

Dies ist also die Matrixdarstellung von X |¢,) beziiglich der Basis {|1;)}.

Matrix des Produktes von Operatoren Wir stellen fest, dass

(il ABI;) = (i ALBJy) = > (Uil Al) ($x] Blaby) ZAszkj

k
Dies entspricht der Multiplikationsvorschrift von Matrizen.
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Matrix des adjungierten Operators Wir sehen, dass

Wil ATlg) = (Wl = (Wl Al).
falls At=A

Somit kénnen wir sagen, dass

{ Azj = (Aj;)* fiir beliebige Operatoren .
gilt.

Aij = A3 fiir hermitische Operatoren

5.2.4 Basiswechsel und unitdre Operatoren
Definition 5.2.1 (Unitér) U heipt genau dann unitir, wenn Ut = U~ baw. UUt = UTU =1
qgilt.

Bemerkung Die Norm von ||¢|| = v/{¢|¢):

= llell* = @UTT0) = (@le) = [lv]*.
Unitédre Abbildungen sind Normbehaltend!
Sei ) = Ul) = (| = (|0,

Beispiel Drehoperator

Basiswechsel Sein {|¢;)}, und {|¢;)} Basissysteme in H. Wir betrachten zunéchst

lpj) = Z i) (il ;) = Z Uiji). (5.1)

—_——
1

Nun betrachten wir
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) = ZI% Weoltn) = Z(@bkl% *|¢p;) Z%I% —Z(UT)jk|9@j>' (5.2)

Wir werten dies nun aus iiber

S = (Wilvw) B S Wil (016 =
J

= Z<wl‘Unj’wn Jk—ZU” Jk:>U[7T:1_

n7j

Wir haben somit rausgefunden, dass der Basiswechsel in H durch eine unitire Transformation

vermittelt wird!

5.3 Das Eigenwertproblem hermitischer Operatoren

5.3.1 Grundlegende Eigenschaften

(Siehe dazu auch Kapitel

e Eigenwert-Problem:

Alan) = aglaa)
Wir nennen {a,} das Spektrum von A.

e Fiir hermitsche Operatoren wissen wir bereits, dass

A= AT

Dadurch folgt, dass

(aalAlag) = aalaa]as) = aallas)|® € R.
Somit ist a, € R. Dadurch folgt Eigenschaft (I):

Eigenwerte hermitischer Operatoren sind reell.
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Orthogonalitdat der Eigenzustéinde

Wir betrachten zunéachst

Mow) = ulaa)y  Alaw) = awlaa),
mit a, # as! Wir bilden nun
1. {ag|Alag) = aoa|ae).
2. (aa|Alaa) = o (ag|aw).

Da A = A folgt nun, dass beide Gleichungen identisch sein miissen, also

0= <aa|AT|aa’> - <aa|A|aa’> = (Ga — Ao ){@alaa).

Dies ist nur erfiillt wenn (a,|an) = 0, also die Zustéinde Orthogonal sind. Eigenschaft
(IT):

Eigenzustinde zu verschiedenen Eigenwerten hermitischer Operatoren sind

orthogonal.

Falls der Eigenwert g-fach entartet ist, dann konstruiere die Basis aus Eigenvektoren im

zugehorigen Unterraum. Eigenschaft (I1I):

Ein hermitischer Operator (entspricht) ist Observabel, wenn ein

Orthonormalsystem der Einzelzustinde eine Basis bildet.

Das heifit die Vollstédndigkeitsrelation,

SO il = 1.

a=1 =1

ist erfillt.

Bemerkung Beweis dazu findet sich in Cohen-Tannoudji IID 1b.

Spektraldarstellung von A

Ay = 37 Alaa)aalv),
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womit folgt, dass wenn [¢)) Eigenwert zu A (2.B. [¢)) = |aw)) besitzt mit

Al) = awlaa),

folgendes fiir A gilt:

aq 0

A= aqlan)(aa| =
Es gilt also, dass A diagonal in Basis {|aq)} ist.

5.3.2 Lo6sung des Eigenwert-Problems

Gegeben: Basis {|¢;)} € H.
Gesucht: Losung von Alag) = aqlas).
Wir betrachten dazu

Aaa> = AZWM%I%)ZGQZIMMWGJ
(Wil > (Wl Al (Yilag) =

— N — ——

K3
Aji Cia

= Qo j|Yi) \Wi|Qa),
2 (ol (iloa)
(Sij Cia
wobei ¢;, der Entwicklungskoeffizient fiir |a,) in Basis {|¢;)} ist. Wir haben also ein lineares,

homogenes Gleichungssystem fiir ¢;, erhalten

Z(A]l - aoc(sij)cioc = 07

)

die j-te Zeile. Nicht triviale Losung existiert, wenn

A

det(A — a,E) = 0.
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Dies ist unabhéingig von der Wahl der Basis. Wir wissen, dass A diagonal ist in der Eigendar-

stellung

<CLOC|A|GOZ> = aoé<a0/|aa> - aaéaa’-
Wir schreiben dies nun aus

:(UT)ia

~~
> {aa |3 (5| Al (Wilaa) ZUa/jAﬁ Ul = Gabaar-

,J

Somit sehen wir, dass UAUT Diagonalform hat.

5.4 Orts-und Impulsdarstellung

5.4.1 Ortsoperator und Ortsdarstellung

AR = A Fe(0y.2) €R
@ = s-. [ -
) = [ e

o) = (.

Ortsdarstellung von [1)) < Wellenfunktion

W) = 1—/d3’/d3 r"F}(m/;):
)

- /fwwmﬁz/ﬁ%wmﬁz
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5.4.2 Impulsoperator und Impulsdarstellung

Betrachte nun

i = [ d3k<ﬂf€><z€|w>
= / &k 3expzmw<> ().

Dies entspricht der Fourier-Transformation, Wechsel von der Impuls zur Ortsdarstellung.

Bemerkung

(kI = exp(—ik) = ((F1k))".

5.4.3 Orts-und Impulsdarstellung von Operatoren

Bisher: A;; = (1] A|¢);). Wir definieren nun:
AR 7)) = (FA|7), baw. Ak, K) = (k|A|K').

Somit folgt direkt

AGR) = () [ @i @td) [ e -

- Joofersh

Somit folgt fiir die Ortsdarstellung von ]%’ iiber

5 exp( (—ik7) exp(intk'7) A(F, 7).

88



Kapitel 5. Abstrakte Formulierung und Hilbertraum

plk) = hk|k).
Wir schreiben

I G R R L)

5(F—1") (2@13/2 exp(ikt”)

Wir sehen also direkt, dass folgendes gelten muss

(71617 = 8~ )7 V.

5.5 Dynamik von quantenmechanischen Systemen

Ziel: Wie entwickelt sich ein physikalisches System in der Zeit?

Achtung: Zeit ist ein Parameter in der nicht-relativistischen Quantenmechanik!

Zeitentwicklung

‘w> = |¢7Tfo> - |¢,t0;t>.

5.5.1 Zeitentwicklungsoperator, Schrodinger-Gleichung

Gesucht: Unitérer Operator U(t,to) mit |ih, to;t) = U(t,to)|t), o). Die Norm bleibt erhalten
aufgrund des Unitédren Operators. Das heifit:

Ut(t,t0)U(t, to) = 1.

e Wir stellen fest, dass

[V, to) = an(t0)|aa> = [Y,to;t) = an(t)‘aa>'

Da U unitér ist, folgt

<77Z)7 t0|wa t0> = <w’ th t|wa th t>a
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genau dann wenn,

D lealto) = lealt)”

Die Zeitentwicklung muss auch Schrittweise erfolgen kénnen, also

U(ta tO) = U(t’ tl)U(tla tO)
Wir wéhlen folgenden Ansatz fiir den infinitesimalen Zeitentwicklungsoperator
Ulto + dt, t) = 1 — iQdt
Q- qf |
(Vergleich infinitesimalen Rotationsoperator)

Bestimmung von O

~

[€)] = Frequenz, [E] = [H] = Wirkung mal Frequenz(= hw).

Aus der klassischen Mechanik wissen wir, dass eine Translation in der Zeit den Hamilton-
Operator als Generator hat. Wir raten nun damit:
. H
= 0=—.
h

(Vergleiche mit Drehungen: Generator von Drehungen ist %,

St
SN—

Schrédinger-Gleichung fiir U
Betrachte endliches Zeitintervall ¢t — ¢g:

Ut + dt, ty) — U(t, o) i A
= ——HU(t, ty).
h U( ) 0)

Ut +dt, to) = Ut +dt, t) U(t, to) =
————

dt
1—LHdt
Somit ergibt sich folgende Operator-Gleichung;:
0 .

Diese Operator-Gleichung beinhaltet alles was man iiber die Zeitentwicklung eines Sy-

stems wissen muss.
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e Multipliziere (5.3]) mit |1, o) =: [1(to)). Somit folgt direkt fiir die Schrodinger-Gleichung:

Dt to)lt0)) = HO(t, 1)),

genau dann wenn

0 .
h—(t)) = H|W(t)).
i () = Hjw(o)
Dies entspricht der Zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung mit |1, to; t) =: [1(t)).

e Im Fall, wenn %—? = 0 (< abgeschlossenes System) folgt

- a

Bemerkungen
X . - 0
e Falls 2% o£ 0 muss man beachten, ob [H(t), H(t')] = { e
e Energie-Eigenzustédnde
Hln) = B, |n),
wobei die {|n)} triviale Zeitabhéngigkeit besitzen,

A

In,t) = U(t,t0)|n,t0> = exp <—i%(t — t0)> |n, to) = exp (—i%(t — to)) In).

5.5.2 Schrodinger/Heisenberg Bild

Bislang haben wir im sogenannten Schrodinger Bild gearbeitet.

Zustinde sind zeitabhingig  : |0(t))s = U(t, to)|v(to))s
Operatoren bleiben konstant : 4 Ag =0

Vergleiche mit klassischer Physik

e Begriff eines Zustandsvektors existert nicht.
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e Observablen sind zeitabhéngig genau dann, wenn Bewegungsgleichungen fiir x(t), p(t)
oder z(t), p(t).
= Motivation fiir Heisenberg Bild

Konstruktion Betrachte

(B t|2|o; t) = (B; to| U (¢, 0)2U (¢, to) v, to) = (B8] U' (¢, 10)2U (¢, to) |cv).

-~

=Ty (t,to)

Ty ist der Ortsoperator in Heisenberg-Darstellung. Per Konstruktion gilt (bei § = «):

(2)s(t) = (2)u(t).

e Entsprechend gilt fiir die Zusténde

[V, toit) g = |¥,to)s = [¥)u.

e Heisenberg Bewegungsgleichungen fiir A

Mit (5.3]) folgt:
d - d o ~v~ = O\ » ~ i/ O Nr s [0~
7 H() dt<U SU) ((%U) sU+U <5t 5)U+U S 8tU
) PO, RO RGN
= ——UHUU'AqU + Ut =AU + —UTAqUU' HU =
e TS T e

1 - e O .
= _— T_
Z.h[AH;H]-i—U 8tA5U.

Falls %fls = 0 folgt die Heisenberg-Gleichung

d . 1.
Z A, = =[Ay, H).
dt a(?) ih[ m, H]

e Vergleiche mit (2.6.4)): Ehrenfest’sches Theorem.
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5.6 Messung physikalischer GroBen

5.6.1 Ergebnis der Messung

Postulat Das einzige mogliche Ergebnis einer einzelnen Messung einer physikalischen Grofie

ist ein Eigenwert der entsprechenden Observablen A (mit Operator A zugeordnet).

Diskretes Spektrum Sei Ala,) = aq|a,) ein Vollstéindiges Orthonormales System.

V) =>4 Calta); Ca = (aa|?V),  (aq nicht entartet)
[0y =D, 3% colal); = (a|Y), (an ga-fach entartet)

Postulat (Indeterminismus der Quantenmechanik)
Bei der Messung einer physikalischen Grofle A fiir ein quantenmechanisches System im nor-

mierten Zustand [¢), ist die Wahrscheinlichkeit P(a,) einen nicht entarteten Eigenwert a, zu

messen,

P(aq) = |eal® = [aal¥)[*.

Falls a, g.-fach entartet ist, ist

Ja Jo
Plaa) = Y [l =D lail)I*
i=1 i=1

Und ¢, = (aqa|®) heifit Wahrscheinlichkeitsamplitude.

5.6.2 Reduktion des Zustands durch eine Messung

Postulat Falls die Messung von A den Eigenwert a, liefert, ist das System sofort nach der

Messung im Zustand

poc|¢>a pa:|aa><aa|‘
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Bemerkungen
1. ,,Fundamentale® Storung des Systems durch die Messung.
2. Ortsmessung: Reduktion oder ,,Kollaps® des Wellenpackets.

3. Invarianz bei der Messung einer Grofle A:

(AA)? = (| A%|9) — (0] A[))*.
Falls [¢) = |a,) folgt

(AA)? = a2 — (aa)* = 0.

Falls ¢) = )" calaq) folgt

(DA =37 feala? = (3 fealaa)? #0.

4. Zustandsreduktion fiir entartete Eigenwerte

Vor Messung:

) =33 cilal).

a =1

nach der Messung;:

pahﬂ) _ §i1 Ciylafs)
Vil Vailal

A ga . .
wobei P, = g |ag,){al|.
i=1

5.6.3 Kommutierende Observablen und gleichzeitige Messbarkeit

e Falls [A, B] = 0, dann ist die Reihenfolge der Messung nicht wichtig.

e Nimlich, falls [A, B] = 0 und |a,) Eigenvektor zu A ist, dann ist auch B|a,) Eigenvektor
2 A

Beweis
A(B‘aa» = BA’CL&> = aa<B’aa>)-

94



Kapitel 5. Abstrakte Formulierung und Hilbertraum

Bemerkung Eigenraum von A ist invariant unter B. Messung von B fiihrt nicht zu Verlust

von Informationen, die durch die Messung von A erzielt wurden.

Korollar 5.6.1 Fulls [A, B] = 0 und |a,), |a.) Eigenvektoren zu A mit verschiedenen Eigen-

werten, dann gilt
(aa| Blay) = 0.
Beweis B|a,) Eigenvektor zu A mit Eigenwert a/, und damit orthogonal.

Wasserstoffatom FEigenvektoren von H sind |n, [, m) mit der Hauptquantenzahl n, den Ei-
genwerten von L? [ und den Eigenwerten von L. m. Da [H,L?| = [H,L.] = [L?,L.] = 0
folgt

Hn,1,m) = E,|n,1,m).

Satz 5.6.2 (Fundamental) Falls [A, B] = 0, existiert ein vollstindiges Orthonormalsystem

)
von gemeinsamen Eigenvektoren von A und B.
Beweis Sei Ala) = a,|a’), mit i =1, ..., g,. Wir wissen, dass

<CL£|(1,Z/> == 50{0/(31'1'/.

Darstellung von B in {|a’)}:

(a'|Bla’,) =0 falls a+#a (Korollar).

Somit folgt die Blockdiagonalform fiir die Matrixdarstellung von B (mit Blocken g, X g,). Da

B hermitesch, diagonalisiere jeden Unterraum durch eine unitédre Transformation

(i)} — {|b)} mit (BL|BIS) = 6,0
Somit folgt
° WB> Eigenvektor von B mit Eigenwert sz’-

e In jedem entarteten Unterraum von A lsst sich eine Eigenbasis von A und B konstruieren.
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Bemerkung Durch Hinzunahme weiterer kommutierender Observablen lassen sich entartete

Unterraume reduzieren.

Definition 5.6.3 /Al, é, é, ... bilden einen vollstindigen Satz kommutierender Observablen (Vollstindi-
ges Orthonormales System), wenn eine Orthonormalbasis simultane Figenzustinde hat. Das

heifst

1. Die Observablen kommutieren paarweise.

~

2. Ein Satz von Eigenwerten von A B,C, .. spezifiziert eindeutig einen gemeinsamen Fi-

genvektor.

Bemerkung

1. Einen gemeinsamen Eigenvektor eines vollstandigen Orthonormalsystems bezeichnen wir
mit () = |aq, bg, ¢y, ...).
2. Falls H zu einem vollstéandigen Satz kommutierender Observablen gehort, sind all diese
Operatoren Konstanten der Bewegung, d.h. falls
0A
(5 =0
Siehe Zeitentwicklung in Heisenberg-Darstellung und Kapitel ([2.6.4)):

d -
LAY = (U, A)),

= Gleichzeitige Messbarkeit
Falls [121, B] = 0 folgt, dass die Reihenfolge der Messungen beliebig ist.

e Fiir gemeinsame Eigenvektoren |a,, bs) gilt

(AA)? = (AB)* =0,
d.h. A und B kénnen gleichzeitig beliebig genau gemessen werden.

e Allgemeine Unschérferelation
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~ A

Beispiel Sei A = B=p =l[z,p]=ik

AZAp >

Do | St

Wenn zwei Observablen nicht kommutieren, ist keine gleichzeitige Messung mit beliebiger

Genauigkeit moglich.

Beweis der allgemeinen Unscharferelation Seien /1, B hermitische Operatoren, |¢)) €
H. Bilde:

o) = (A= (A))|v) = A\ ¥)

) = (B—(B)l) = B|v)
= (AAP(AB)? = (Y[(A—(A ))2|¢>< (B = (B))’|¢)) =
= {ple)(xx) > [(xl@))” = [ B Al .

Dabei wurde die Cauchy-Schwarz-Ungleichheit angewendet. Zerlegung des Termes liefert

A A 1~ «
BA == (B, AY =B, A].
—— 2
B/A/+A/B/

| —

Damit erhalten wir nun

W|[B', A|).

N

BN = B, AN ) + (wIlB, Ay >
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6 Drehimpuls und Spin

6.1 Vorbemerkung

e Im Kapitel haben wir den Bahndrehimpuls L eingefiihrt:

(Li, L] = ihea Ly, L;, EQ] = 0.

e Man kann auch die Vertauschungsrelation als Definition von Drehimpulsoperatoren neh-

men:

~

[ji, jk] = ihéikljl, [jz jQ] = 0.

Somit folgt, dass J ein Drehimpulsoperator ist und (siehe (4.2.4))

2 135
J25,m) = %G+ D|j,n); j= 0,1,2, ... oder j:§,§,§,...

Bahndrehimpuls ?)Trl_/ .
Jolj.m) = hmlj,m); —j<m<j

6.2 Spin 1/2

6.2.1 Pauli-Matrizen

e Standard Beispiel j = 3 ist der Spin (= Eigendrehimpuls) des Elektrons (Fermion).

~

e Operatoren § = (S, Sy, S.)

A A

[ T y] = ihgz, [Si,§2] = 0.
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e Eigenzustinde von 52 und S, sind |%,i%) Dies ist die Basis in einem 2D-Spinraum,

wobei

51 1 3
2
Z 4y ==
5 ‘2’ 2> 4
e Notation:
1 1
|§7+§> =
1 1
‘55_§> -

e Matrixdarstellung (nach Pauli):
Bilde

Sll =
512 =
522 =

1
2

| 1) 14)
‘l>v|_>

=

=4

1 ~ 1
h2|§7i_>7 SZ|§7:E_> ::i:_‘_ j:_>

»Spin up*,

,opin down*.

11,11 . h
<§7 §|SZ|§7 5) = (+]5:]+) = X
<+|Sz|_> =0= 5217
<_|gz|_> =

h

5"

Damit erhalten wir die Darstellung von S, in {|+),|—)} Basis:

. k({1 0
S, ==
2\ 0 -1

), mit  |+)

Die Darstellung von S, und S, in {|+),|—)} Basis folgt analog;

~ h
-y

01
10

)7 gy:

B 0 i
2\ - 0/

Die Vertauschungsrelationen sind somit erfiillt. Es folgen die Eigenvektoren von S,

S

() 1),
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e Pauli-Spin-Matrizen

Mit
S = he, &= (0 0y,0;)
folgt
0 1 0 —2 1 0
Oy = y Oy = . , Oz = )
10 1 0 0 -1
wobei

e Spinzustéinde: Spinoren

mit oy * + |a_|? = 1.

6.2.2 Experimenteller Nachweis des Spins

Stern-Gerlach (1922) (siehe dazu: Struktur der Materie I - Atom- und Molekiilphysik)

Idee Ablenkung von Atomen im inhomogenen Magnetfeld. Die klassische Erwartung liefert
eine kontinuirliche Verteilung beim Auftreffen der Silberatome auf den Schirm. Wir erhalten

jedoch als Ergebnis eine Fokusierung auf 2 Punkte.

o Effekt durch magnetisches Moment im Feld B:

VB = —ﬁé = _Msz
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e Die Kraft ist nun gegeben iiber

8_B
0z

~

é,.

F=—-VVs=p,

e Beobachtung
2 Punkte fiir Messung an Silberatomen (ein Valenzelektron, | = 0). Auflerdem fiir [ # 0

wiirde man 2/ 4+ 1 Punkte erwarten, niemals eine gerade Zahl.

e Erkldrung
Hypothese von Uhlenbeck und Goudsmit (1925): e~ besitzt ein intrinsisches magnetisches
Moment (den Spin),

s = —g%g, Orbitalmoment ji; = —vL = —%E,
mit pupg = |%:|, dem Bohr’schen Magneton. g heifit g-Faktor:

g = 2 aus Dirac Gleichung
g=2(1+3=+..)=2,0023... aus Quantenelektrodynamik

6.2.3 Spinmessung

1. Wir lassen nur die | T), durch und sehen iiber eine Messung (selber Aufbau wie beim

durchlassen), dass nur noch diese vorhanden sind.

2. Wir lassen nur die | T), durch und iiberpriifen auf z-Richtung. Das Ergebnis sind wieder 2
Punkte (1. Messung / Selektion wurde vernichtet). Misst man an | T), die z-Komponente,
so findet man mit gleicher Intensitét ,,spin-up“ oder ,spin-down* (beziiglich 5}) Wegen
[S,,5.] # 0 sind nicht beide Messungen méoglich.

3. Betreiben wir die Selektion in einem gewissen Winkel, erhalten wir ein Ergebnis, welches
vom gewahlten Winkel abhéangt. Die Wahrscheinlichkeit nun | 1), zu finden (nachdem
Winkel © gegen z-Achse eingestellt wurde und die | |), blockiert worden sind) betragt
cos? 21 Im Gegensatz dazu betréigt die Wahrscheinlichkeit fiir | |), jetzt sin? 2. Da in
S.-Basis folgt
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M = cos 0| et sin ] 1)
. © )
‘ l>u = _Sln_| T)z +COS§‘ l>z
Allgemeine Drehung um Se,
sin © cos ¢ ) .
. ) ) =~ . h cos © sin © exp(ip)
éy, = | sinOsiny |, Se, =~ . . :
2\ sin© exp(—ip) —cos ©
cos ©

6.2.4 Schrédinger-Gleichung fiir Spin im Magnetfeld

e Die Schrodinger-Gleichung in Dirac-Notation:

0 N
it (0) = (D).

Der Spin im Magnetfeld folgt iiber

H= —ﬁg gMBSB —uBJB
was nur in S,-Darstellung gilt.

e Die Schrodinger-Gleichung wir damit zu

Zﬁ—\w( ) = g—SBlw( )-

Wir withlen B = (0,0, B,) und Basis F, von S,

= @h—|¢( ) = ,UBB 0|1 (t))-

e Losung

1. Moglichkeit I

Die Schrodinger-Gleichung < Zeitentwicklungsoperator U
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~

A

H
U(t,0) = exp(—i%t) = exp(—ig,uBaZth).

Wir erhalten somit

Ute =0) = ayl+)+a o),
B(0) = U0)(0)) = exp(—iZupo.Bat) (e +) +a_|-),

mit o,|+) = [+), o.|—) = —|—). Somit erhalten wir fiir ¢ (¢)

[¥(1)) = exp(—iwit)ay[+) + exp(—iw_t)a|=),

KB B,

i ——
mit wy = £55&

2. Moglichkeit I1

= a+(?) = exp(—iw o
() = ( o (1) ) = exp(—iwt) ( " )

mit unbekannten w. Dieses suchen wir nun (w ist eine Matrix)! Somit folgt aus der

Schrodinger-Gleichung

()i 0)(2)

1 0
Es gibt somit linear unabhéngige Losungen ( 0 ) , ( . ) mit

B,
Ww=ws = j:g'uBh .

e Mit Anfangszustand | T), (oder | |),) mit

sin © cos R R g ) B 1)
U= sinOsing |, S’_’zgu:{ e v
cos ©

In der S,-Basis folgt somit
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S O
| 1) = cos 5 exp(—igﬂ 7). + sin 5 exp(i§)| 1)s

Wir erhalten fiir die oy, o

o (t) _ [ cos g eXp(_iM)
a-(t) sin © exp(ilE=2t) |

mit w, = 2w, wobei wy der Lamor-Frequenz entspricht. Der Spinvektor prazediert somit

mit der Zyklotronfrequenz w,. = 2wy, = 2w, .

6.3 Drehimpulsaddition

Anwendung:

e Kopplung von 2 oder mehr Elektronenspins
e Kombination von Orbital-und Spin-Freiheitsgraden

e Atome im B-Feld:

ﬁZﬁLJrﬁs:——(EJrgg)Z—/%B(E@lﬁlz@gg)-

6.3.1 Problemstellung

Addition von 2 Drehimpulsa

{ T2\ji,ma) = K25 (G + Dljema),  {lds,ma)} € H;, =12,
Ji2|di, i) = B4, my)

Definiere nun H = H; ® Hy und J= jl + fg, was jl XK1+ 1 ® fg entspricht.

e Basis fiir H:

{71, m1) ® |42, m2) } bzw. {171, 2, m1,ma) }.
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e Kommutierende Operatoren

Wir sehen ein, dass [fl, J;] = 0, da J; zu verschiedenen Freiheitsgraden gehoren. Damit

folgt nun auch, dass fiir 7,k = 1,2

[j1'27 jk,z] = 07 [j?’ J_]z] = 07 [ji,za jk,z] =0.
Somit folgt, dass j12’ j22, jLZ, jQ,Z ein Vollstédndiges System von kommutierenden Observa-

blen bildet. Die |jy, j2, m1, m2) sind simultane Eigenzusténde.

e Aufpassen! |ji, jo, m1, mo) sind Eigenzustande von J, = Al,z+j27z mit Eigenwert A(mq +
ms), aber sind keine Eigenzusténde von J?, da [ﬁ, jzz] £ 0.

T = (N + R)? =T+ J}+2J1Js.

Wir benutze nun folgende Definitionen:

A A

i = Jie tidy, Jio = i —idy,.

Somit erhalten wir

JE o B 22 e+ s+ s,

e Alternatives vollstéindiges System kommutierender Observablen

System von Eigenzustinden der Operatoren J2, T, jf, j22 , da:

[P T = T+ T4 20T, T = 0= [ ] = [T e ] = 0.

79

Somit findet man gemeinsame Eigenzusténde |ji, jo, j,m) und es gilt:

‘]i2|j17j2)j7 m> = h2.]z(j2 + 1)|j17j27ja m>
Jg‘j17j27j7 m) = h2]<] + 1)|j17j27j7 m)
J2|j17j27j7 m> - hm’j17j27j7m>
e Unitdre Basiswechsel innerhalb H; ® H,. Unter Ausnutzung der Vollstdndigkeit von

{lj1, J2, m1, ma) } erhalten wir
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|j17j2’j’m> = Z |j17j27m17m2><j17j2am17m2|j17j2ajam>a

mi,m2

mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten, kurz (ji, jo, m1, ma|j1, j2, j, m) = (my, ma|j, m).

Bemerkung Wir kénnen damit folgende Rechnung aufstellen:

<j1>j2,m1>m2\jz’j1,j2,j,m> = h<m1"’m2)<j1aj2>mlamQ‘j17j2>j>m>:
- hm<j17j27m17m2|j17.j27j7m>

= Mmi+me = m.

Somit konnen wir die Doppelsumme ) | umschreiben zu >

mi1,m2 mi,m—mi’

e Es gilt die Dreiecksrelation

l71 — J2| <7 <71+ 72,

genau dann wenn beide Basissysteme {|j1, jo, 7, m) } und {|j1, j2, m1, m2)} die gleiche Anzahl

von Zustdnden besitzen. Diese ji, jo sind gegeben durch

my = Ji, ..., —J1

. Insgesamt N = (271 + 1)(2jo + 2) Zustéande |71, j2, m1, ma).
ma = J2,..-y —J2

Wegen m = my; + mo und

jmax = Mmax = M1, max + M2 max = jl + j27 jmin = |j1 - ]2|
folgt, dass wir fiir IV erhalten
jmax

N =327 + 1) = Ginas + 1% = a0 = 201 + o) + 4juja + 1.

Jmin
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6.3.2 Beispiel: Addition von zwei Spin %

Betrachte z.B. 2 Elektronen Spin % Wir definieren unseren Hilbertraum H = H; ® H,, somit
folgt fiir den Gesamtspin

S=8,4+85,=501,+1,® 5.

e Basiszustiinde von {52, 52, 5., S5.} haben Notation |Sy, Sy, my, ms) = |my, ms). Es gibt:

0, 1T, T, LD,

e Alternativ: Basiszustinde von {52, 52, 5., 5.} iiber Notation |Sy, Sy, S, m,) = |S, ms).

Erinnerung:

|71 — do| <J < j1+ Jjo, = S ={0,1}.

e Wir fragen nach der unitdren Transformation zwischen den zwei Basisystemen:

ST = (Sie+S2)| 1) =R 11),
Sy = S|in =0,
Sl L) = —hlLl)

=ms = 0,%1.

o Es gilt:

82 = (S, 4+ 5)? =524+ 52 +25,9, = 52 + 52 425,58, + $1.55_ + S-S,
mit Sj:i: = Sjm + igjy.

Wir sehen direkt, dass

(S14:8- + S1-Say)| T1) = K| 11).

Somit folgt, dass die Kets | T]) und | |T) keine Eigenzustinde von 52 sind. Aber: Die
Kets | 11) und | |]) schon, da
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o2 _ §2 h_2 _ 2
SN = @R +27)] 1) =26 1),

SUUL) = 27| L),
Da | 71) und | ||) Zustéinde mit max |m,| sind, sind auch die Eigenzustinde von S? mit
S=1.

e Konstruktion der 2 fehlenden Basiszustiande

Nutze Leiteroperatoren! Es gilt: [$2, S ] = 0. Somit folgt

S_I 1) = (S1- + S)| 1) = R T1) + [ 1)
Damit haben wir alle 3 Zusténde zu S = 1 gefunden.

e Der vierte (letzte) Zustand ist orthogonal zu den obigen Triplettzusténden. Somit erhalten

Wir:

10,0) o< (| T1) =1 11))-
Aufgrund der Normierung folgt, dass |0,0) = Sqﬁ(\ 0 =111).

Zusammenfassung

S, ms)  |ma, ma)

L1 [T

L,-1) [1)

11,00 (1D +111)
0,0) (1) =1[11)

Die ersten drei Zustédnde gehoren einem Triplett an, der letzte ist ein Singulett-Zustand.

6.3.3 Konstruktionsverfahren des |j1, jo, j, m)

1. Schritt Wir wissen bereits, dass muyax = J1 + J2 = Jmax = J1 + Jo. Nur ein Zustand in

diesem Unterraum, d.h. wir erhalten

1, J2, 7 = J1 + Jo,m = J1 + J2) = |J1, J2, ma = J1,ma = Ja).
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2. Schritt Die iibrigen Eigenvektoren zu j = j; + jo ergeben sich durch J_ = J,_ + Jo_ auf

den obigen Zustand:

J_1j,m) = /(G +m) (G —m+ 1)hljm—1),

oder

J_|ji, g2 = Gi +jem = g1+ o) = (Jim + Jo)|fi, fas 1 = M, jo = my) =
= V251hj1, Jama = 1 — 1,ma = ja) +
+  \/2j2h|1, j2, m1 = J1,me = j2 — 1).

Nach Normierung erhélt man

o . . . J1 . , ,
j1.J2. =i+ jem=ji+j—1) = \[ 7 —|j1,J2,m1 = J1 — 1,ma = ja) +
1t e
[ Ja . . , .
+ . —|J1,J2, M1 = J1,M2 =] _1
]1+]2|1 2 1 1 2 2 >

Das heifit man erhélt auf jeder Diagonalen mit m = const. durch Anwendung von J_ genau

einen Zustand |jy, j2, 7, m). Insgesamt hat man 2(j; + j2) — 1 Zusténde.

3. Schritt Aus der Diagonale vom Schritt davor ist noch ein Zustand mit m = j; + jo — 1
vorhanden. Er gehort zu j = j; + j2 — 1 und muss orthogonal zu dem Zustand mit gleichen m
aus Schritt 2 sein.

Die Orthogonalitét liefert den fehlenden Zustand mit m = j;+7,—1. Dann wieder J_ anwenden.

Somit erhélt man sédmtliche Zustédnde mit j = 51 + jo — 1.

4. Schritt Das Verfahren wir fortgefithrt bis junm = j1 — Jjo, (j1 > J2). Beachten: J_ dndert

nur m und lasst j gleich.

e Bestimmung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten, Phasenkonvention

1. Die Phase ist so gewihlt, dass die Clebsch-Gordan-Koeffizienten reell sind:
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<j17j2am17m2|j1aj27ja m>a
reell und m = mq + mo.

2. Insbesondere:

<j17j27m17m2 = j - j1|j17j2)j7m = .]>7
reell und positiv!

e Eine reelle unitdre Matrix ist orthogonal, d.h. es gelten Orthogonalitétsrelationen:

Z<j17j27m17 m2|j17j27j7 m><j17j2>m,17m/2|j17j27j7 m> = 6m1,m’15m2,m’2a
7,m

beziehungsweise

Z (41, 2, ma, mal v, Ja, 3, m) (G, J2, ma, malju, Jo, 3, m') = 6550

mi,m2

Es gilt auch wegen Orthogonalitiat von |ji, j2, 7, m):

Z |<j1,j2,m1,m2|j1,j2,j, m)|2 =L

m,ma

e Rekursionsrelation (durch Anwendung von .J4):

VGEFmMGEm+1) (i, do, mi, malj, ja, j,m £ 1) =

=V Fmu+ DG Em) (G desma F Limolj, jo, j,m) +

+v/ (j2 Fma + 1)(j2 £ ma) (41, jo, my, ma F 1|71, j2, J,m).

1.

Beispiel Clebsch-Gordan-Koeffizienten fiir j; =1 =1 und j, = s = 3:

110



Kapitel 6. Drehimpuls und Spin

o ljm) e, ma) =, ma) = |1 mi)ls, m.)

;139 =113

5 153 =/3IL0)55) + /3L 115, —3)
33 = /50052 — /5L D15 —3)

3 - = Lo -h - A -1k
B-b = Lo+ ALy

-3 13- =1L-DI-D
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/ Naherungsmethoden

Motivation Nur sehr wenige physikalisch relevante Systeme erlauben eine exakte Losung.

Systematische approximierende Methode gesucht.

e Zeitunabhingige Storungstheorie (Quantenmechanik I)

e Variationsrechnung (Quantenmechanik IT)

e Zeitabhéngige Storungstheorie (Quantenmechanik IT)

e Semiklassische Methode (WKB Niherung - Quantenmechanik 1T)

7.1 Zeitunabhingige Storungstheorie

7.1.1 Der nicht entartete Fall
e Zugeschnitten auf Probleme, die sich schreiben lassen als

~

HN) =Hy+ AV, 0<A<1.

Gesucht: H|1p,) = E, |y,
Bekannt: ffowﬁlo)} = ET(LO)WSLO)).

e Idee Entwickle |¢,,) und E, in Potenzreihe in A und sei EY nicht entartet.

[Wn) = [B) + A) + X2 [) + ...,
E, = EO 4+ ED £+ X2ED 4
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e Eigenwertproblem fiir H:

= (Ho+ AV)([") + M) + XJe?) + ) =
= (BO 4+ AEW + X2E® + (| + AjplMy + ..)).

e Koeffizientenvergleich fiir A":

A Holpl) = EPg) (7.1)
A (Hy— ED)wl)) = (B = V)[p?) (7.2)
N (Hy— ED) ) = (B = V)[pd) + EQ[p ) (7.3)

Beziiglich \° : |7,b7(LO) —I—Oé|7,D7(LO)> Lost ungestortes Problem ebenfalls mit Eigenwert EY.
= Korrekturen Aly) orthogonal.

(WP |y = 0.
Beziiglich \!

WPHy — EQ ) = (0P BD = VIgD).

Somit erhalten wir direkt

0=EWY — (O],

womit wir die Energie schreiben kénnen als

ED = WPV,
Dies ist die Korrektur erster Ordnung zur Energie.

e Korrekturen zum Zustand

Dy = enlpl), (L)),

m#n
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Multipliziere (7.1)):

m#n

<w,£“>|: WO Hy — EQS enld®) = (@OED - V]g®).

Fiir die Koeffizienten ¢,, folgt dann

(B — EOY = ED (0@ — (V|9 ©),
=0

somit konnen wir dies Vereinfachen zu

WOV )
0 0) °
EY — EY

Fiir die Wellenfunktion erhalten wir damit

C =

©0)17714/,(0)

m#n

e Zweite Ordnung Korrekturen zur Energie

O3+ (@0Hy — EDp?) =
= @WOIED - VIpM) + @O |EP |b,)
& 0= <w<0>|V|w +EY

2
@ _ N [Wh |V|¢m>|
= EBP = POmOR

n
m#n

Bemerkung
1. Fiir Grundzustand ist stets E® < 0.

2. Konvergenz der Reihe: Es muss sein, dass die Matrixelemente

Vi = (02 [V )
klein sind gegen EY - BV,

3. ,No Level crossing“. Die Energie-Niveaus (gestort) stoflen sich ab.
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7.1.2 Beispiel: Quadratischer Stark-Effekt

Stark-Effekt: Einfluss eines homogenen elektrischen Feldes auf atomare Niveaus.

Wir betrachten dazu ein H-Atom im Grundzustand (nicht entartet).

X 72 2 . .
Hy = _Q_A +V(r), V(r)=—, V =eEiF=—cE.z
r

Die sphérische Symmetrie wird also durch das elektrische Feld zerstort.

E,(LI):—eEFm
o = (W17A") = [ a7 (o) (7 (7)

Betrachte Zustinde mit definierter Paritét,

PyO() = £40(7), = 1o = 0.
Fiir H-Atom sind Eigenzusténde |n, [, m), wobei

Pln,l,m) = (=1)!|n,1,m) = EW = 0.

n

Die relevante Korrektur ist Eff),

©)(21,/,0)y |2
(2) 2 112 |<¢1 |Z|¢m >| 9 B2
EX" . =e°F g = E7.
n=1 z 0 0 O
= pY-E) 4

7.1.3 Stoérungstheorie fiir entartete Zustande
[_AI == ﬁo + )\V,
gesucht: [¢,), FE, mit ﬁ0|w,§2)>E£0)|¢$)>. E, ist g-fach entartet, i = 1, ..., g,.

Idee Storung kann die Symmetrie brechen, die fiir die Entartung verantwortlich ist.

Strategie Freiheit der Wahl des ungestorten Basiskets ausnutzen. D.h. versuche die Stérung

zu diagonialisieren in jedem entarteten Unterraum. D.h. wir erhalten ein neues Basissystem

< (O)|V|¢(O)> - nz Z]
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Quantitativ
{Em- — BV AW 4

ni = 3 clol) + ASY) + = [60) + Al

Bemerkung Als A\ — 0 folgt ¢,,;) — |¢7(2)>7 wobei die Kets {\qﬁg))} anders sind als {[¢

Eigenwert-Problem fiir Ordnung )\
(Ho — By = (B = V) Y _eylin)) = (B = V)Iow).
J

mit <w£33| multiplizieren:

wﬁ%w@wéﬁb = < <°>|E“ VgD =
» )| Z 6570 (D) | Bw = VIen)) =

S/

-~

513
= (g |¢m>< i <¢22>|V|¢22>>>

nt

Gleicherweise findet man:

Vm n
Wiy = Y —’“|w>

Vit = (00 [V]60),

beziehungsweise
|w(1)> _ 1 J2 V’¢(0)> _ Z |¢$1)€>mG,71¢
ng E7(L(]) . [:[0 n ni i E7(L(]) B Ey(]g)?
wobel

Pa= 30 WAL Vi = (0IVI6D).

1.
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Gleichfalls gilt

@ _ 0Dy Vee,mil?

m#n

Beweis: Eigenkets zu 1. Ordnung (hier muss V alle Entartungen aufheben)

Aus Schrodinger-Gleichung in 1. Ordnung folgt

(BQ — Hy)[pl)y = (V — ES)00).

Wir definieren nun

Z W = 3T S

und merken, dass

(V= E) o)

keine Komponente im entarteten Unterraum hat, da

GINV — EQ1o) = (0| BO — Holyl)) =
Es folgt dann
BV — EWNoCy = (v — B0 = BV |69,

Somit erhalten wir aus der Gleichung

(BY — Ho)lwiy) = (V = EQ)I6)) = PVI0),
weshalb folgt, dass
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7.1.4 Beispiel: der lineare Stark-Effekt

Wie schon beim quadratischen Stark-Effekt ist der Hamilton-Operator

~2 2

H= ro_ e +ek.Z.
2m 7
_—
Ho
Sei nun
B =0, |n,l,m)=12,0,0), gerade Paritéit,
"l I=1, |n,,m)=12,1,m), m=0,+1, ungerade Paritit.

Nur (2,0,0[V[2,1,m) # 0 moglich. Somit muss |Al| = 1 gelten. Uber

4
217 = reos 817 = ry/ 5 Yio(0, )17,

und

1
\/471'7

(r12,1,0) = Ro1(r)Y10(0,¢) = Rgl(r)\/gcos 0,

(712,0,0) = Ryo(r)Yoo(6, ©) = Rao(r)

3 . .
(M2,1,£1) = Ra(r)Yiz(0, ¢) = FRn(r)y] —sind exp(Eip),

erhalten wir somit die Matrixelemente durch einfiigen von 1 = [ dr|7)(f] in

4
(2,0,0[2]2,1,m) = /drT2R20(r)TR21(r)/dgp/d@sin@ﬂ%YO’BYNYM.

1

\/gém,ﬂ

Dies ergibt die Auswahlregeln m = m’/, und [ = I’ + 1. Die Matrixelemente von V im Entar-

tungsraum von 2s, 2p (Basis |2,0,0),[2,1,0),]2,1,1),|2,1,—1)) sind somit

0 Vou 0 O
. Vi 0 0 0
- 10

0 0 0O

0 0 0O
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Fiir die Korrektur erster Ordnung ergibt sich damit

EY) = +|Vio|,  i=+.
Wir sehen damit, dass sich n = 2 in Richtung FE, in 3 Niveaus aufspaltet. Diese Niveaus sind
i |+> = %027070) + |27 1’0>)'
e |2,1,41) - Hier keine Anderung / Korrektur zu E;O).
d |_> = %(’27()70) - |27 1>O>)

Man berechnet

‘/01 = 3‘6|EZCL0.
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